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Dobra matematyka jest to odkrywanie
matematyki w rzeczywistoSci, czy raczej od-
Krywanie matematycznej struktury w rzeczy-
wistosci, w zte] matematyce struktury buduje
Sie formalnle Zta matematyka przypomina mi
koszmarny sen ... dobra matematyka jak do-
bra poezja to tworcze poznawanie struktury
I’ZGCZ}/WiStOQCi. (z wypowiedzi prof. A. Lasoty)
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Historia problemu | jego motywacje

proces stanu (z)

proces obserwacji (yn)

1801 C.F. Gauss, planetoida Ceres (Giuseppe Piazzi, Franz Xaver von Zach)

1809 C.F. Gauss, T heory of the motion of the heavenly bodies moving about
the sun in conic sections - New York: Nachdruck Dover Publications 1963,

1821 C.F. Gauss, Theoria combinations observationum erroribus minimis ob-
noxiae, Gesammelte Werke, Bd.4. Gotingen

1941 A.N. Kolmogorov, Intiergrirovanije i ekstrapolirovanije stacjonarnych
sluczajnych posledovatelnostiej, Izv. AN SSSR, t. 5 no.1

1949 N. Wiener, Extrapolation, interpolation and smoothing of stationary
time series - New York, Wiley
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Liniowy proces filtracji

Thorvald Nicolai Thiele, Peter Swerling 1958, 1959 R.C. Bucy, 1960 Rudolf
E. Kalman, R.E. Kalman and R.C. Bucy 1961

liniowa filtracja zn := E [znly1, - - -, Yn]

przez warunkowag wartos¢ oczekiwang E [X|Y] rozumiemy projekcje (rzut) zmi-
ennej X na przestrzen L2 (2,0 {Y}, P) (zaktadajac cicho, ze X € L2 (2, F, P))

filtr Kalmana Bucy'ego (w wersji uogodlnionej przez szkote rosyjska R. Liptser
i A. Shiryaev lata 70-te)

Ciggi warunkowo normalne

Tp4+1 = a(yn)zn + b(yn) + c(yn)wn
Yn+1 = d(yn)zn + e(yn) + f(yn)on
(wn), (vp) i.i.d. N(O,1)

Tn, B [(:Un — Zp) (zn — Zn) ! Y1, - - - ,yn] dane rekurencyjnymi rownaniami
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Procesy Markowa

A. A, Mapkon (1886).

Andrey (Andrei) Andreyevich Markov (14 czerwca 1856 - 20 lipca 1922)
(zn), P(x,A) = P{x1 € A | zg = x} prawdopodobienstwo przejscia

Pf(x) = [g, f(a")P(x,da’)
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Miary niezmiennicze dla procesow Markowa
1 jest miarg niezmiennicza dla P(x,dy) jezeli
p(A) = [g, P(z, A)pldz) = P(p, A) dla A € &

miary niezmiennicze opisujg zachowanie sie procesu, gdy czas dazy do
nieskonczonosci i operatora P"(x, A)

(P™(x, A) — p(A) lub 257 ) P*(z, A) — u(A) gdy n — oo)
miara niezmiennicza - miara rownowagi

N. N. Bogoliubov and N. M. Krylov (1937). "La theorie generalie de la mesure
dans son application a |I'etude de systemes dynamiques de la mecanique non-
lineaire"
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Opis modelu i jego wtasnosSci - proces stanu
(zn), (yn) procesy o wartosciach w przestrzeni polskiej Eg and E

(zn), proces stanu (nieobserwowany, ukryty) - proces Markowa O praw-
dopodobienstwie przejscia P(x,,_1,dz’)

(yn), proces obserwacji P;"(y,—1,dy")
(nP. yn = h(zn) + wn lUb yn = h(zn, yp—1) + wn)

X" = O'{xo,x]_, S 7$TL}; Y™ = G{?Janla <o 7yn}’

Pz, 41 € A| X" Y"} = P(an, A), (1)
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Opis modelu i jego wtasnoSci - proces obserwac]i

Przypadek szczegolny: yn = h(xn, wn)

P{yns1 € B| X T Y"} = /BT (#nt1,9") n(dy) (2)

Przypadek ogolny: y,4+1 = hA(yn, Tpt1, Wn41)

P{y,41 € B| X"ty = Pyt (yn, B) = /Br (Tnt1,um.9 ) n(dy)  (3)

para <:§” ) jest procesem Markowa z operatorem prawdopodobienstw prze-
mn

jscia

TiCey) = [ [ 7 (o) P i) PG da') (4)
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Proces nieliniowej filtracji - przypadek szczegodlny

™m(A) = P{en € A|Y"} = E{14(xn) | Y™} P a.s. dla A € & informacja o
procesie (xn) na podstawie obserwacji Y

mo(A) = v(A) rozktad poczatkowy procesu (xzn), ™ to proces o wartosciach
w przestrzeni miar probabilistycznych P(Eg) nad Eg

Jar (2, y) P (v,dx’) _ N(y,v)(A)

[ r(z,y) P(v,dz’) ~ N(y,v)(Eo)
Eq

M (y,v) (A) =

Mamy, ze m,41(A) =M (yn+1,7rn) (A), co jest rownaniem rekurencyjnym

(mn) jest procesem Markowa z prawdopodobienstwem przejscia

[MF(W) = Jg, [ F (M (y,v))r (z,y) dyP(v,dx)
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Proces nieliniowej filtracji - przypadek ogolny

Jar (@' y,y) P (v,dx’) _ N(y,y',v)(A)

[ r(,y,y) P (v,de’) = N(y,v,v)(Eo)
Eq

p(dz,dy) = pp(y,dz)p(Eg, dy)
5 (A) = pp (yo, A)

M (y,/,v) (A) =

5
7E(A) = M (g1, yms 1) (A) )
P (A) = P{xp € A|Y"} P as.
P
Para ( 7;” ) tworzy proces Markowa z operatorem
n
—_ / / X /
HF(V7y) - /Eo /EF<M (yay 71/) 7y>P1 (y,dy)P(V,dCU) (6>
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Gfowny problem

w przypadku szczegdlnym: ergodycznosS¢ (istnienie jedynej miary niezmien-

P
niczej) dla procesu (my,); W przypadku ogdlnym: ergodycznos¢ pary ( Zn )
n

H.Kunita (1971), L. Stettner (1989), H. Kunita (1991), A.G. Bhatt, A. Bud-
hiraja, R.L. Karandikar (2000)

T. Kaijser (1975), P. Baxendale, P. Chigansky, R. Liptser (2004), A. Budhiraja
(2003), Di Masi, L.S. (2005), F. Le Gland, N. Oudiane (2004), V. Tadic, A.
Doucet (2005), M.L. Kleptsyna, A.Yu. Veretennikov (2007)

Twierdzenie (nieprawdziwe). Zatdézmy, ze istnieje jedyna miara niezmien-
nicza p dla procesu stanu (xp). Wtedy proces nieliniowej filtracji (mp) ma
dokfadnie jedng miare niezmienniczg wtedy i tylko wtedy gdy zachodzi warunek

imsup [ |Ez {f(zn)} = u(Hlu(dz) = 0.

VI Wyktad im. Profesora Andrzeja Lasoty, Katowice, 11 stycznia 2013 12



Gdzie byt btad?

W przejsSciu granicznym, gdzie Y = a{. Y=y Y—pt 1y YO YL - - - ,yn}
;Xﬁ&D::0{.”,x_mﬁx_n+1,“.,“.,wm}
Mmoo B{ (@)Y vV XM} # B {¢(xn)|Y |,

XZo = {0,923, ( )

Kontrprzyktad (T. Kaijser (1975), P. Baxendale, P. Chigansky, R. Liptser
(2004))

Eqo = {1,2,3,4}, E = {0,1} macierz prawdopodobienstw przejscia procesu

(zn)

N O ONI-
O O NN
O NN O

NIFNIF O O
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EOl — {173}' E02 — {274}

Yn — 1E0]_ (an)

r(x,1) =2 for x € Egq, v(x,1) = 0 for x € Eg»o
r(x,0) =2 for z € Egp, r(x,0) = 0 for x € Ep;
with 1(0) = n(1) = 3.

P(z,Ep1) =3, (yn) i.i.d. Plyp =0} = Plyp =1} =3

([ o | [ O | [1l=a] [ O |
0 o 0 l —«o

< l—o |’ 0 ’ « ’ 0 (

. o0 | |[1-a] | O | | o |

dla «« € (0,1) mamy kontinuum zbioréw niezmienniczych i miar niezmien-
niczych.
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Dlaczego zadziatat kontrprzyktad?

Jezeli yn = 1g,, (Tn) +wn, gdzie (wy) i.i.d. np. N(0, 1) to istnieje jedyna miara
niezmiennicza dla (my).

Istnienie jedynej miary niezmienniczej
dla (zn) plus rownowaznoSC operatorow obserwadji

[ G yn(dy),

(P{(y,-) = [r(z,y,y")n(dy’) w przypadku ogdlnym) dla = € Ep, (réwniez dla
y € E w przypadku ogolnym) implikuje istnienie jedynej miary niezmiennicze]
dla operatora M, czyli procesu filtracji (my,),

o)

(( Z: ) w przypadku ogdélnym) (np. yp41 = h(yn, Tpi1) + Wi, Z (wr) iid.

N(0,1))
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Asymptotyczna stabilnoSC procesow filtracji
R. Atar, O. Zeitouni (1997),

p'(dz,dy) = p,(y,dz)p'(Eg, dy); zdefiniujmy rekursywnie

PP (A = A
mo (A) =py (Yo, A)
/
pp 1(A) =M (yn,yn—l—laﬂ'n ) (A) =

(7)
fA?"(CL‘ ynayn—l-l)P( n+1ad$> —- N(yn7yn—|—177T )(A)
Ef r(a’ yn,yn+1)P( +1,d$) N (YnYn+1, 7Tnp)(Eo)
0

/
(wHP) aproksymacyjny proces filtracji
Mamy asymptotyczng stabilnoSC wedtug prawdopodobienstwa jezeli dla
p1,p2 € P(Eg x E) zachodzi

w2 (f) — 72 (f) — 0
wedtug  P,, gdy n — oo, dla f € C(Ep) i p - poczatkowego rozktadu (zn,yn)
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Metryka Hilberta

dla u,v € M(Ep)

h(u,v) = Sup In p(A)v(B) n a(p,v)

A BEB(Eg)u(B)wv(A)>0 w(B)v(A)  Blu,v)

a(p,v) =inf{a:ap > v}
B(p,v) =sup{b:bu<v}.
jezeli L jest liniowa transformacja zachowujaca porzadek w M(Ep) to
A
h (Lu, Lv) < tanh (Z) h(w,v)
z A =suph(Lu, Lv).
Y87

jezeli u,v € P(Egp) to

2
— v < —h(u, v
| Jvar < Ino (p,v)

(8)

(9)

(10)

(11)
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Twierdzenie 1 Jezeli dla k=1 mamy (Al) idla k > 1,

(A1) sup h(P%(z,.),Pk(d,)) < o

z,x' € E

(A2) istnieja funkcje ciagte r(y,v"), 7(y,v"), 7(y') takie, Zze dla dowolnych
r € Eg, v,y € E, mamy 0 < r(y,y) < r(z,9,v) < 7(y,9) < 7(y/), oraz

k—1 =
E N T(yi—layi)} i
7;;1 P { f(yi—layi) S o0

[ [ ] [r@=2),y0 - 1) n(dye - 1))
E E E E

T(y(k —3),y(k —2))n(dy(k —2))...7(y(0),y(1))
n(dy(1))7(y(0))n(dy(0)) < oco. (12)

to dowolnych miar p1,p2 € P(Eg X E) przy n — oo mamy

E, [h (wﬁpl,w{;ﬂ?)] 0 (13)
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Propozycja 1 Jezeli dla k =1 zachodzi (B1) i (B2) lub dla k > 1

(B1) dpcn takie, ze
sup sSup h(Tk(x7y7)7Tk <$/,y/, )) < 09,
x,x'c€Ey y,y' ek
(B2) istniejg funkcje ciagte r(y,y'), 7(y,vy’) takie, ze dla kazdego x € Ej

0<r(yy)<r(zyy)<7(y.v)
i dla k jak w (B1), zachodzi (A2),

(B3) dla f1 € C(Eg), fo € C(FE) odwzorowanie

r— Pfi(x) and (z,y)v— P{f>(y)
Jjest ciggte,

wtedy dla dowolnych miar p1,p> € P(Eg X E), gdy n — oo mamy
Ep [h (Wﬁpl,wﬁm)] — 0.
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Ergodyczne wtasnosci aproksymacyjnych procesow fil-
tracji

/
Trojka (wn,yn,wﬁp jest procesem Markowa z operatorem przejscia
S danym dla F € bB(Ey x E x P(Epy)) wzorem SF(xz,y,v) =

/
Jgy, JEF (@9, M (y,y',v)) P{ (y,dy’) P (z,dz’).

HOIOY |ub 7% aproksymacyjnym procesem fitracji P 7 p = poXng i p = vxng

Aproksymacyjne procesy filtracji mHo"oY sg wg prawd.
w (uo,no) jezeli dla dowolnego vi,vo € P(Ep) i ¢ € bB(Eg) mho0"(p) —
0102 () — 0, Puyn, Prawie wszedzie, gdy n — oo.
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Gtowne wyniki

Twierdzenie 2 Zatézmy, zZe istnieje jedyna miara niezmiennicza ((dx,dy) dla
operatora T i aproksymacyjne procesy filtracji (m”") sg asymptotycznie sta-
bilne wg prawd. w (x,y) dla { prawie wszystkich (x,y). Wtedy istnieje co
najwyzej jedna miara niezmiennicza dla operatora S.

Propozycja 2 Jezeli operator jest S fellerowski i istnieje miara niezmiennicza
¢ dla operatora T' to istnieje miara niezmiennicza dla operatora S.

Whniosek 1 Jezeli operator Il jest fellerowski i istnieje miara niezmiennicza ¢
dla operatora 1T', to istnieje miara niezmiennicza dla T1.
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Gtowne wyniki - kontynuacja

dla miary ® € P(P(Ep) x E) zdefiniujmy barycenter bd, A € B(Eg) i B € B(E),
Jjako
bd(A X B) = / v (A)D(dv, B),
P(Eo)
wtedy bd € P(Eg X E).

Lemat 1 Jezeli ® jest niezmiennicza dla N, to b® jest niezmiennicza dla T'.

Twierdzenie 3 Jezeli S jest fellerowski i ma co najwyzej jedng miare niezmi-
enniczg to operator Il tez ma co najwyzej jedng miare niezmienniczg.

Whiosek 2 Jezeli S jest fellerowski i istnieje jedyna miara niezmiennicza ¢ dla
T i dla ¢ prawie wszystkich (z,y) aproksymacyjne procesy filtracji (wfﬁ;y'g/) 53
asymptotycznie stabilne wg prawdopodobienstwa w (x,vy), to istniejg jedyne
miary niezmiennicze dla operatorow S and I1.
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Minimal and maximal invariant measures for Il

C.(P(Ep) x E) funkcji ciggtych, ograniczonych P(Egy) x E > (v,y) — F(v,y)
wypuktych ze wzgledu na v przy ustalonym y € E. Wprowadzmy porzadek
P(P(Ep) x E):

a1 < a2 it Veco.pE)xE) 91(f) < q2(f)

i dwa procesy filtracji (oba z tym samym operatorem prawdopodobienstw
przejscia M): #H(A) = Py{xn € AlzgVY"} i mh(A) = Py{zn € A|Y"}

rozktady 7f i ©f,, gdy p miara niezmiennicza dla T, dgzg do miar ekstremalnych
niezmienniczych M i m procesow filtracji, gdzie m < M, jest to najwieksza i
najmniejsza miara niezmiennicza dla operatora Il

Dostateczne warunki na asymptotyczng stabilnosS€ aproksymacyjnych pro-
cesow filtracji D. Ocone, E. Pardoux (1996), A. Budhiraja (2003);

iIstnienie jedyne] miary niezmienniczej dla 'l implikuje asymptotyczng stabil-
noSC aproksymacyjnych procesow filtracji
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ErgodycznoSC procesu filtracji metoda znikajacego
dyskonta

M. Schil (1993), G.B. Di Masi i . Stettner (2008); dla F : P(Eg) x E — R
zdefiniujmy gp 1= inf ,cp(g,) yep liM supnﬁooizzn:_g MNEF(u,y)

Wi y) 1= 2o BNIF(,y), Z0<B<1, mp = inf epmy) yen Wt y)

gp = limsupg_1(1 — B)mb, gp = liminfz_1(1 — B)m'
Wtedy 0 < 9 < gr < gF

Lemat 2 Jezeli istnieje nieujemna funkcja borelowska wg taka, ze dla u &
P(Eg) i y € E mamy
wr(w,y) + a9 > F(u,y) + Nwp(p,y) (14)
to wtedy dla p € P(Eg) iy € E
n—1

1 .
gp = limsup= > M'F(u,y) (15)

n— o0 ;
b 1=0
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Niech

o, y) 1= whn(p, y) — mb, (16)

(Ap) supg<i h%(,u,y) < oo for all (u,y) € P(Eg) X E

wg(u, y) = F(u,y) + 6”w§(u,y) (17)

W, y) 1= F(p,y) — (1 — B)mb + BNRS (1, y) (18)

Lemat 3 Przy zatozeniu (Ar) istnieje nieujemna funkcja borelowska wg taka,
ze dla ne€ P(Eg) i y € E mamy

wr(p,y) + 9r > F(u,y) + Nwp(u, y) (19)
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Gtowny wynik
n—1

1 .
ap =limsup= Y M"F(u,y)

n— 00 :
i 1=0

Propozycja 3 Zatozmy, ze zachodzi (A ) dla ograniczonych funkcji F' z klasy
wyznaczajacej miary P(Eg) x E. Wtedy istnieje co najwyzej jedna miara niezmi-

. 7T'0
ennicza ® dla pary .

Yn

Warunek dostateczny na (A)

MT(Ep); F:P(Ep) x E— R let

G
¢(Ep)

ZF(C,y) = C(Eo)F( Y) (20)

NF(u,y) = [ ZF(N(y,y', 1),y )n(dy) (21)
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Lemat 4 Jezeli F : P(Eg) x E — R jest wklesta ze wzgledu na pierwszg
zmienng to ZF : M+(EO) X B +— R jest takze wklesta ze wzgledu na pierwszg

zmienng.
Niech

No(y, n)(A) = p(A)

N1(y,y', n)(A) = N(y, v, n) (A)
I indukcyjnie

Nn(Y0,Y1s- -1 Yn, u)(A) =
NYn—1,Yn, Np—1(¥0, Y15+ - - Yn—1, 1#))(A)

Nn(y07 Y1, - -3 Yn, M)(A)

Mpn (Y0, Y1, - -+ Yn, 1) (A) =:
Jezeli rozktadem poczatkowym (xn) jest p i yg =y to

W#y(A) — M’n(ya Y1, - -3 Yn, :u) (A)

P p.w..

" Nn(yo,Y1,- - yn, ) (Eg)

(22)

(23)

(24)

(25)



Lemat 5
N"F(u,y) = Euy {F(mn,yn) } =

E{ZF(Nu(y, 71, - - -, n, 1), Tin) } (26)
gdzie E° to warto$é oczekiwana wzgledem miary P° przy ktorej zmienne
losowe y1,9yo,...,Yn SQ i.i.d. Zz rozktadem n.

Lemat 6 Dla ograniczonej funkcji mierzalnej F : P(Eg) x E— R i 3 € (0,1)
istnieje jedyne rozwigzanie wg rownania (23). Jezeli F jest ciggta zas Tl

fellerowska to wl@ jest takze ciggta. Jezeli F' wklesta ze wzgledu na pierwszg
zmienng to wg jest takze wklesta ze wzgledu na pierwsza zmienna.

Niech u,v € P(Ep), € € (0,1), naturalne m

D (y,y') 1= (27)
{w : Nm(yayla <o ,§m7y) 2 eNm(ylvgla <o 7gm7:u)}

(C1) Im3c>0,6>0 takie, ze V, icpy

B {1 pa oy @ N G, - Gons ) (D1) 2 6 (28)



m—1

1=0

m—1

(1-B)mp 3. B'+ (29)
1=0

ﬁmEO {Zh]ﬁ?(Nm(ya gla s 7gm7 :u)a gm}

Propozycja 4 Przy zatozeniu (C1) dla ograniczonej ciggtej wklestej ze
wzgledu na pierwszg zmienng funkcji FF mamy

F
i < ™I (30)




Rownanie Poissona

Zaktadamy, ze E o - zwarta; tj. istnieja zwarte zbiory (E¥) takie, ze EF ¢ EFT1
| B = U  E*

Moy, pyy) = sup {s € [0,1] s.t. Nu(¥,y1,- -, Ym, V)
> N (Y, 91, - -, Ym, 1) for y1,-..,ym € EF} (31)

(C2) ifv=pandy —y mamydla k=1,2,...
ey e y) — 1 0 A (g, v,y) — 1

(C3) B9 {1 (51) .. 1 gr(@m) Nim(y, 1, - - -, Gm> 1) (E)} — 1 gdy k — oo and for
any yl’c—>y, Vi — UV

E? {1 pe(@1) - 1 gt (Fm) Ne (s F1, - - > Gmo ) (B0) | — 1

(C4) for each i = 1,2,... odwzorowanie (u,y) — N;(y,y1,...,y;, 1) and y1 —
N1(y,y1, ) jest ciggte w stabej topologii.
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Propozycja 5 Przy zatozeniach (C1)-(C4) dla kazdej ciggtej ograniczonej ze
wzgledu na pierwszg wspotrzedng funkcji F' funkcje h% sg jednakowo ciggte w
kazdym punkcie (u,y) € P(Eg) X E.

Whiosek 3 Przy zatozeniach (C1)-(C4) dla ograniczonej ciggtej, wypuktej
ze wzgledu na pierwsza wspotrzedna funkcji F istnieje ograniczona funkcja

wp P X Dy+— R taka, Ze pn € P(Eg) iye E

wr(p,y) +9r = F(p,y) + Nwp(p, y). (32)



Ergodyczne problemy z czeSciowg obserwacja

L. Stettner 1993, V. Borkar 1999, 2003, V. Borkar A. Budhiraya 2004, T.
Duncan B. Pasik-Duncan L. Stettner 2005, J. Palczewski L. Stettner 2007,
A. Arapostathis, V.S. Borkar i M.K. Ghosh 2012,

Pvn(wnadw)r P]:_Un_i_lmn(yn)dy)
V = (vp), vp, Mierzalne wzgledem Y™ np. vy, = u(my)

J(V) = limsup,—c0 2BV {2?;5 (z;, yi)} s min

w(p,y) +9 = ;2{][0(% y) + N%w(p, y)]. (33)
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Co z hipotezg~

prace R. van Handela (2009) i X.T. Tong, R. van Handel (2012)

(dla réznych z i y)

, W normie wahania, gdy n — oo.
(jest to spetnione dla szerokie klasy ergodycznych proceséw Harrisa)

Twierdzenie 4 Przy zatozeniu (R) i (H) istnieje jedyna miara niezmiennicza
&b dla pary (yn,mn) i ponadto MN™ zbiega w normie wahania do &, gdy n — co.

Uwaga 1 Jezeli (H) jest zastapione przez staba zbieznos¢ to moze by¢ wiecej
miar niezmienniczych dla pary (yn,mn) (kontrprzyktad R. van Handela 2010).
Zatem hipoteza nie jest prawdziwa. Pytanie co nalezatoby dodac do stabej
zmiennosci, by mieC jedyng miare niezmienniczg do operator 17
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Dziekuje za uwage!
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