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Wprowadzenie
Rozprawa, zasadniczo, poswigcona jest réwnaniu

z
Z(?J — @) [frilarw + Bray) + -+ froilonaz + Bray) =0 (1)

=0

i jego rozmaitym przypadkom szczegdlnym. Wystepujace w tym rownaniu
funkcje niewiadome f;; sa okreslone i majg wartosci w R. Jak wiadomo, z
wezesniejszych prac [15], [18] i innych, wiele faktéw mozna wykazaé dla funk-
cji dziatajacych na ogélniejszych strukturach (pierscienie o pewnych wta-
snosciach), ale rozwazajac bardzo ogdélna posta¢ réwnania (1) chcemy, dla
zachowania przejrzystosci rozwazan, ograniczy¢ sie do przypadku rzeczywi-
stego. 7 drugiej strony, tak ogdlne postawienie problemu pozwala dowodzi¢
twierdzenia dla wielu typow réwnan zwiazanych z analizg numeryczna, ktore
wezedniej byly rozpatrywane oddzielnie (lub nie byty badane).

Jednak nasze rozwazania nalezy rozpocza¢ od pracy J. Aczéla [1]. Zauwaz-
my, ze dla funkcji kwadratowej punkt posredni wystepujacy w twierdzeniu
Lagrange’a lezy doktadnie w $rodku rozwazanego przedziatu. Oznacza to, ze
funkcja F(z) = 2* spelnia rownanie

Flo) - F) = -0 (57

Zastepujac funkcje F’ przez f, J. Aczél otrzymal rownanie

P - Fla) = - 0f (57 @)

z dwiema funkcjami niewiadomymi: f i F. Rownanie to mozna rozwazac¢ bez
zadnych zatozen regularnosciowych, jednak, co zaskakujace, funkcje spehia-
jace (2) musza by¢ ciggle. Doktadniej, sa to funkcje postaci F(x) = ax®+br+c
i f(z) = 2ax + b dla pewnych statych a,b i ¢. Problem ciagltosci rozwia-
zan rownan rozwazanej postaci odgrywa zasadnicza role w calej omawianej
pracy, a metode Aczéla zastepowania wyrazen wymagajacych regularnosci
rozwazanych funkcji nows funkcjg niewiadoma mozna zastosowaé do regut
kwadraturowych. Istotnie, jesli przyblizamy catke w nastepujacy sposéb

y
| f0dex - Dl + i)+ af @+ Bl ()

to otrzymamy réwnanie funkcyjne postaci
F(y) — F(z) = (y — 2)[a1 flaaz + Bry) + - -+ + anf(anz + Buy)l,  (4)
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ktérego rozwiazaniami z pewnoscia sa funkcje dla ktoérych reguta (3) jest
spelniona doktadnie. Jednak moga sie pojawi¢ (i tak w istocie jest) nawet
niemierzalne rozwiazania réwnania (4), ktére musielibysmy wykluczyé¢ uzy-
wajac calki oznaczonej.

Nastepnym krokiem jest rownanie, ktére mozna nazwaé ,pexideryzacja”
réwnania (4) czyli

F(y) = F(z) = (y — 2)[filawz + Bry) + -+ + falawz + Buy)]. - (5)

Omoéwimy teraz krotko historie badan rownan postaci (4) i (5). W. Rudin
[23] zaproponowal nastepujace uogélnienie réwnania Aczéla

F(y) = F(x) = (y —2)f (s + ty), (6)

ktore zostalo rozwiazane w pracy M.S. Jacobsona, Pl. Kannappana i P.K.
Sahoo [8].

Nastepnym réwnaniem postaci (5) jest rownanie

Fly) = F(z) = (y — =) [f(2) + f(v)] (7)

rozwigzane przez Sh. Harukiego w pracy [7].

Widzimy, ze réwnania (2), (6) i (7) sa szczegblnymi przypadkami rownania
(4) (chociaz motywacja do badania tych réwnan nie byly reguly kwadratu-
rowe).

Trzeba zauwazy¢, ze blad jaki pojawia sie w regutach kwadraturowych
wyraza si¢ przy pomocy pochodnej pewnego rzedu (obliczonej w pewnym
punkcie) i pomnozonej przez stala. Z tego powodu przyblizenie ze wzoru
(3) jest doktadne dla wielomianéw stopnia zaleznego od n, od postaci we-
ztéw a;x + By oraz od wspélezynnikéw a;. W rezultacie rownanie (4) jest
spetione przez wielomiany. Dlatego wielomiany stanowia pewnego rodzaju
,modelowe” rozwigzania réwnan rozwazanej postaci i zamierzamy odpowie-
dzie¢ na pytanie, kiedy rownania postaci (5) czy (4) moga mie¢ rozwiazania
inne niz wielomiany.

Pierwsza reguta kwadraturowa, rozpatrywana z tego punktu widzenia by-
ta reguta Simpsona

[roamo-algrer (5 epm]. o

Zwiazane z nig réwnania

P - Flo) = -a) [0+ 37 () +giw| @
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oraz (postaé spexideryzowana)

Fy) = F(z) = (y — 2) [f(z) + g(z + y) + h(y)] (10)
badano miedzy innymi w pracach [5, 10, 14, 22].

Uwaga 1. Zauwazmy, ze jesli a : R — R jest funkcja addytywna, f(z) =
a(x), h(z) = a(x), g(xr) = —a(z),x € R oraz funkcja F jest stala to czwérka
f,g,h, F spelnia réwnanie (10). Oznacza to, ze réwnanie (5), w przeciwien-
stwie do réwnania (2), nie wymusza ciaglodci rozwiazan.

Nastepnym rownaniem pochodzgcym od reguty kwadraturowej jest row-
nanie

P - Glo) = (=) [0 + 22 (252 4 0 (252) + )]

3 2

rozwazane w pracach [20, 24, 25].

Bardziej skomplikowane réwnania tej postaci byly rozwazane m.in. w
pracach, [16, 18]. Jednak w analizie numerycznej znane sa réwniez reguly
kwadraturowe, w ktérych do przyblizania catki, oprocz wartosci catkowanej
funkcji, uzywa si¢ wartosci jej pochodnych.

Przyktadem moze by¢ tu reguta kwadraturowa Hermite’a

[ st 2 [H 10 (0=

y o (11)
_|_..._|_f (x—|— (n— 1)%)] + %[f’(x) — f/<y)]

Réwnanie funkcyjne zwiazane z takim rodzajem aproksymacji catki (dla n =
2)

F(y) — F(z) = (y — 2)[f(z) + af(cx + By) + f(y)] + (y — 2)*[g(y) — g(2)]

zostato rozwiazane w pracy [17]. Przed opublikowaniem omawianej rozprawy
nie byty znane wyniki dotyczace rownan tego typu o bardziej ztozonej postaci.

Dalej, do przyblizania catki mozna uzy¢ pochodnych wyzszych rzedow.
Na przyktad nastepujaca reguta kwadraturowa Birkhoffa

[ 10~ =0 |gor@+ 3 (552 + )] + Ll (1)

jest doktadna dla wielomianéw stopnia nie wigkszego niz 5. Jednak zadne
rownania funkcyjne postaci

!
F(y)—F(x) = (y—a)'[frilariz+Bray) + -+ frilon.iw + Br.)] (12)

i=1



z | > 2 nie byly dotad badane.

Gdyby$my ograniczyli badania do réwnan funkcyjnych zwiazanych z re-
gutami kwadraturowymi wystarczyltoby zaja¢ sie réwnaniem (12). Bedziemy
szukali rozwigzan ogélniejszego rownania (1), gdyz chcemy obja¢ naszymi
wynikami rowniez przypadek rownan zwigzanych z rézniczkowaniem nume-
rycznym. Przyjrzymy si¢ wiec teraz, z naszego punktu widzenia, wzorom roz-
niczkowania numerycznego. Najprostszy wzor przyblizajacy pochodna przyj-
muje postac

Py % S (= B) = Fa o+ )]
i jest doktadny dla wielomianow stopnia co najwyzej 2. Réwnanie funkcyjne
zwigzane z tym wzorem

o (5) =)= f0) = 0

jest réwnaniem postaci (5). Jednak, aby otrzymaé¢ réwnania prawdziwe dla
wielomianéw wyzszych stopni, musimy uzy¢ bardziej skomplikowanych wzo-
row, jak na przyktad:

L fla+2h) + 8F(z+ ) — 8F(x — h) + f(z — 21)]

f(x) ~ o
czy
f(z) =~ e [—f(x +2h)+16f(x+ h) —30f(z) + 16f(z — h) — f(z — 2h)],

co prowadzi do nastepujgcych réwnan funkcyjnych:

3 (x;y) (y— ) = F(z) — 8F <3xz y) 4 8F (‘” Jf’y) _ F(y)
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—F(z) + 16F (

3
— 30F (%) +16F (xz y) — F(y).

Zauwazmy, ze teraz h = y — x oraz, ze stale wystepujace po lewych stro-
nach sg tak dobrane aby otrzymaé¢ réwnosé F' = f (w przypadku rozwiazan
ciaglych).

Roéwnania zwiazane z rézniczkowaniem numerycznym maja wiec postac

3z + y) »

glaz + By)(y — 2)* = arflanz + Bry) + - + anflonz + Buy)  (14)

5



ktéra nie jest juz przypadkiem szczegélnym réwnania (5). Z tego powodu,
zajmiemy sie ogélniejszym réownaniem (1). Pokazemy, ze funkcje spetiajace
tego typu rownania sg funkcjami wielomianowymi.

Funkcje wielomianowe

W tej czesdci podamy, w oparciu o monografie M. Kuczmy [19], definicje i
podstawowe fakty na temat funkcji wielomianowych.

Niech I C R bedzie przedziatem, niech f : I — R bedzie dowolng funk-
cja oraz niech x,h € R beda takie, ze z,z + h € I. Operator réoznicowy o
przyroscie h definiujemy wzorem

Anf(x) = f(z+h) = f(z).
Iteracje A} sa okreslone rekurencyjnie,
AL = f, AP = AG(ALF), n=1,2,...

Uzywajac tych poje¢ mozemy wprowadzi¢ pojecie funkcji wielomianowe;j.
Definicja 1. Funkcje f : R — R nazywamy wielomianowsa rzedu n jesli spet-
nia réwnanie

AT f(z) = 0 (15)
dla dowolnych z,h € R.

Postaé¢ ogdlna rozwiazan tego réwnania zostata wyznaczona w pracy [21].
Wyraza si¢ ona przy uzyciu funkcji multiaddytywnych. Funkcje f: R" — R
nazywamy n—addytywna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdegoi € {1,2,...,n}
i dla dowolnych x4, ..., z,,y; € R mamy

fl@e, w1, T+ Uiy Tiga, - Tn) =
f('rla vy Lj 1y Ly Lt 15 - - - an) + f(mh ey i1y Yy LTty - - - 71:71)'

Dalej, diagonalizacja funkcji F': R® — R, nazywamy funkcje f dana wzorem

f(z):=F(z,...,x).
Mozemy teraz przedstawi¢ posta¢ funkcji wielomianowych.

Twierdzenie 1. Niech f : R — R bedzie funkcjg wielomianowq rzedu n,
istniejq wowczas takie, jednoznacznie wyznaczone, funkcje k—addytywne i
symetryczne Fy, : RF = R, k =1,...,n oraz stala ay, ze

f(x) = a0+ fi(@) + -+ ful@), (16)

gdzie fy jest diagonalizacjq Fy. Odwrotnie, kaZda funkcja postaci (16) jest
funkcjqg wielomianowq rzedu n.



Moéwiac o funkcjach wielomianowych, nalezy réwniez zacytowaé nastepu-
jace twierdzenie L. Székelyhidiego z pracy [28] (Theorem 9.5).

Twierdzenie 2. Niech G bedzie polgrupg abelowq, S grupg abelowq, n liczbg
naturalng a @;,; : G — G takimi funkcjami addytywnymi, Ze ¢;(G) C
Vi(G), 1=1,2,...,n. JeSli funkcje f, f; : G — S spelniajg réwnanie

+Zf@ i) + vily)) = (17)

to f spelnia
..... haf (2) = 0. (18)

Uwaga 2. Zauwazmy, ze otrzymane w Twierdzeniu 2 réwnanie (18) oznacza,
ze [ jest funkcja wielomianowa, gdyz réwnania (15) oraz (18) sa réwnowazne.

Wielomianowo$¢é rozwigzan réwnania (1)

W tej czesci pokazemy, ze (pod pewnymi zalozeniami) rozwiazania row-
nania (1) sa funkcjami wielomianowymi. W tym celu uzyjemy lematu z pracy
[20]. Zanim go sformulujemy musimy wprowadzi¢ pewne oznaczenia. Niech
G, H beda grupami abelowymi oraz niech SA*(G, H) := H, SAYG, H) :=
Hom(G, H) (to znaczy SA'(G, H) jest grupa homomorfizméw okreslonych
na G o wartosciach w H). Niech dalej dla i € N, i > 2, SAY(G, H) bedzie
grupg odwzorowan i—addytywnych i symetrycznych przeksztalcajacych G* w
H. Wezmy P := {(a, ) € Hom(G,G)* : a(G) C B(G)} oraz dla z € G,
przyjmijmy z* := (z,...,x), 1 € N.

H—/
Lemat 1. (/20/) Niech N,M,K € N U {0}, oraz niech Iy,..., Iy be-
dg skonczonymi podzbiorami P. Niech dalej grupa H bedzie jednoznacznie
podzielna przez N!. Jesli funkcje ¢; :+ G — SAY(G;H), i = 0,...,N oraz
Vi(ap : G— SA(G;H) (a,8) € I; i =0,..., M + K spelniajqg réwnanie

on (@) (YY) + SN i) () =
S Y amen Yitas (@(@) + BY) (4)+ (19)
Y Y sen Yitas (al@) + By)) (@)

dla dowolnych x,y € G, to ¢, jest funkcjqg wielomianowq rzedu co najwyzej

(1)

S=1



Uzywajac tego lematu w omawianej rozprawie udowodnilismy, ze funkcje
f;.i spelniajace réwnanie (1) sa wielomianowe.

Twierdzenie 3. Niech | oraz k;;i = 0,1,...,1 bedg danymi liczbami natu-
ralnymsi i niech
Qg ey Oy s 5171‘7 .. ,ﬁkm eR (20)
dla i € {0,...,1}.
Zatézmy, ze dla dowolnych x,y € R funkcje f;; R = R,i=0,...,[;7 =
1,..., k; spelniajqg rownanie funkcyjne

l

> (=) [fralorm + Bray) + -+ froa(onat + Bray)) =0 (1)

i=0
Niech dalej ip € {0,...,1} oraz jo € {1,... ki, } bedq takie, Ze

Qjoip + 6j07i0 # 0, (21)
a J; niech bedzie dane wzorem

%jg.io Bigsio

Ji = {(Oéj,iyﬁj,i) . ] € {1, ey k’l},

—0}.

aji Bji
Jesli zachodzi warunek
Jio = {(o.ios Bjosio)} oraz J; =0 dla dowolnych i€ {ig+1,...,1}, (22)

to funkcja fj, i, jest wielomianowa rzedu co najwyzej

1 l
Z card <U <{(041,s, 51,s)a ) (aks,57 BksvS)} \ JS)) -t

1=0 s=1

Uwaga 3. Aby przedstawié¢ przyktad zastosowania Twierdzenia 3 zauwazmy,
ze jedli funkcje F oraz f spelniaja réwnanie

F) - Fo) = -0 g5+ 50 (2570) + 51 () + o)
29

to f jest funkcja wielomianowg rzedu co najwyzej

card <{(1,0), G Z) (0, 1)} U{(1,0), (0, 1>})

+mm{uﬂy(iz)4am}—1:5



Uwaga 4. Zatézmy, ze funkcje F, f i g spelniaja réwnanie

F(y) — F(z) = (y — 2)[f(z) + af(az + By) + f(y)] + (y — 2)2[g(y) — g()],

ktére zostato rozwiazane w pracy [17]. Jesli a # 0, to mozna pokazaé, sto-
sujac Twierdzenie 3, ze f jest funkcja wielomianowa rzedu co najwyzej 5.
Jednak nie mozna uzy¢ tego twierdzenia aby wykaza¢ wielomianowos¢ funk-
cji g poniewaz w tym przypadku nie jest spelniony warunek (22).

Ciaglo$é rozwiagzan réwnania (5) Rozwazmy nastepujace réwnanie
funkcyjne

F) - @) = - g5+ 57 (5 Y) +grw] )

zwigzane z (8). Wiele faktow dotyczacych tego réwnania mozna znalezé w
monografii [22] w przypadku funkcji okreslonych na R, w [14] dla odwzoro-
wan pierscienia catkowitego w siebie oraz w pracy [5] dla funkcji okreslonych
na przedziale. Réwnanie (9), podobnie jak (2) wymusza ciaglosé rozwiazan
(zobacz na przyklad [16]). Dokladniej, jesli f i F' speliaja (9), to f jest
wielomianem stopnia co najwyzej 3 a F' jest funkcja pierwotna dla f. Jesli
jednak rozwazymy (cze$ciowo) spexideryzowana wersje (9)

P - Fo) = -a) [ f0+o (S50) + 50| e

to sytuacja wyglada odmiennie. Zacytujmy wynik z monografii [22] (Twier-
dzenie 3.8 strona 106)

Twierdzenie 4. Funkcje f,g,h,k: R — R spelniajqg rownanie funkcyjne

f(@) = g(y) = (@ —y) [z +y) + k(z) + k(y)] (25)

dla dowolnych x,y € R wtedy @ tylko wtedy, gdy

f(x) = 3az* +2bx® + cx® + dx + s

g(z) = 3az*+ 2bx® + ca® + dx + s

h(z) = az®+br?+ A(x) +d — 2t
) =

k(x

gdzie A : R — R jest funkcjg addytywng oraz a,b,c,d, s, t € R sqg dowolnymi
statyma.

2ax® + bx? + cx — A(x) +1



Wyrazenie wystepujace po lewej stronie réwnania (25) jest nieco ogdlniej-
sze niz w réwnaniu (24) jednak, podstawiajac z = y, od razu otrzymujemy
réwnosé f = g. W monografii [22] znajduje sie réwniez podobne twierdzenie
dotyczace rozwigzan rownania, w ktorym zamiast wyrazenia k(z)+k(y) uzy-
wa sie dwoch roznych funkeji niewiadomych, jednak to ogoélniejsze réwnanie
mozna tatwo rozwiaza¢ przy uzyciu Twierdzenia 4.

Zauwazmy, ze rozwiazania réwnan typu (25) czy (24) maja nastepujace
wtasnosci:

(i) funkcje wystepujace po lewej stronie sa ciagle, chociaz nie zaktadalismy

zadnej ich regularnosci

(ii) nieciagte sktadniki pozostatych funkcji redukuja sie po prawej stronie

(iii) sktadniki jednomianowe rzedéw wyzszych niz jeden sa ciagte.

Wizystkie te interesujace wlasnosci rozwiazan réwnania (25) zostana wy-
jasnione przez twierdzenie odnoszace sie do ogdlniejszego réwnania (12). Jed-
nak zanim przejdziemy do tego twierdzenia podamy lemat z ktorego, w szcze-
golnosci, wynika, ze jesli funkcje wielomianowe spetniajg rownanie rozwazanej
przez nas postaci, to ich jednomianowe sktadniki réwniez spetniaja to samo
roOwnanie.

Lemat 2. Niech m,k € N, aq,...,a, b1, ..., 0k € R bedq statymi. Zatozmy,
ze funkcje F, f; : R — R, sq postaci

fl(JT) = fm7l(1') + -4 flﬂ'(l') + tom 7 = 1, ..o, n (26)

F(2) = Fya(2) + -+ Fi(2) + T, (27)

gdzie Ty, to; € R sq pewnymi stalymi a funkcje Fj, fii,i = 1,...,n spetniajg
rownosct

Fi(22) =2 F;(x), €R, j=1,....m+1 (28)
i .
f3i(2x) =2/ fji(x), = €R, (29)
1=1,...,n, j=1,...,m.
Jesli funkcje fi,o=1,...,n oraz F spetniajqg rownanie
F(y) = F(z) = (y — 2)[filarz + ry) + - - + fulanz + Buy)l,  (5)
to dla dowolnego j € {1,...,m} funkcje Fji1, fjs, @ = 1,...,n rowniez

spetniajqg (5).

Uwaga 5. Dla uproszczenia wypowiedzi lematu ograniczyliémy sie tu do row-
nania (5). Po uwaznej analizie dowodu widaé, ze analogiczna wtasno$¢ maja
rozwiazania ogélniejszego réwnania (1).
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Twierdzenie 5. Niech | oraz ki, = 0,1,...,1 bedg liczbami naturalnymi i
niech

A4y ... O, gy Bl,ia s 7ﬁk,‘,i S Ra a; € R \ {0}7 (30)
dlai=0,1,...,L
Zatozmy, ze funkcje fij; 1 R — R spelniajg réwnanie
l
F(y)—F(z) = Z(y—x)i[al,ifi(&l,i$+51,iy)+‘ tag, i fi(ar, i+ B, y)] (31)

i=1
dla dowolnych z,y € R oraz, zZe dla kazdego i € {1,...,l} istnieje takie
jE {1,...,]{?2‘}, ze

aji+ Bji #0
przy czym
@i B
’ ’ 0 32
am,n Bm,n 7& ( )

dlan € {i+1,....l}, m € {1,...,k,} i dla wszelkich par (m,n) postaci
(m, i) spetniajgcych m # j.
Wowczas fi, ..., fi sq funkcjami wielomianowymi a F jest wielomianem.

Stosujac Twierdzenie 5 do réwnania (5) otrzymujemy nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 6. Niech funkcje fi,...,f, : R — R bedq funkcjami jedno-
mianowymi danego rzedu k oraz niech F bedzie funkcjg jednomianowq rzedu
k+1. Jesli fi,..., fn, F spelniajg (5) z pewnymi oy, 5; € R, i =1,...,n,
oraz jesli istnieje takie i € {1,...,n}, Ze f; jest funkcjq nieciggla, to istniejg

funkcje jednomianowe rzedu k : g1,...,9, : R — R, nie wszystkie zerowe,
spetniajgce rownanie
g1(a1x + Bry) + -+ + gn(omz + Buy) = 0. (33)

Jako, prawie natychmiastowy, wniosek z Twierdzenia 6 dostajemy gtowny
wynik pracy [16].
Twierdzenie 7. Niech f, F' : R — R bedq takimi funkcjami spetniajgcymi
rownanie (4), z pewnymi ay, ..., an, A, Ay € R,

> ai #0, w+Bi=1i=1,....n
=1

oraz

Q; Bz . .
0 dl .
o, 5]’7& a i# ]

Wowczas f jest wielomianem stopnia co najwyzej 2n—1 a F' jest wielomianem
stopnia co najwyzej 2n. Ponadto zachodzi réwnos$é F' = (37 a;)[.
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DowOD Z Twierdzenia 3 wiemy, ze f jest funkcja wielomianowa; zapisz-
my ja w postaci

f(@) = fn(2) +--- + filz) + ¢,

gdzie f; jest funkcjg jednomianowa rzedu i. Pokazemy, ze f; sa funkcjami
ciaglymi. Zat6zmy, dla dowodu nie wprost, ze istnieje i € {1,...,m}, dla
ktorego f; jest funkcja nieciggta. Wowczas, korzystajac z Twierdzenia 6, wie-
my, ze roOwnanie

arg(anx + Bry) + - - + ang(anz + By) =0
ma niezerowe rozwiazanie g rzedu ¢. Jednakze, biorac tu z = vy, dostajemy
(a1 4+ +ay)g(x) =0

to znaczy g = 0. Otrzymana sprzecznos¢ pokazuje, ze rozwigzania f réw-
nania (4) musza by¢ ciagte Dysponujac ciagtoscia f tatwo wykazaé zaréwno
rozniczkowalno$é funkeji F' jak i réwnosé F' = (3" a;) f. O

Pokazemy teraz, ze z Twierdzenia 5 mozna otrzymac pozytywna odpo-
wiedZz na problem stawiany ustnie przez M. Sablika podczas konferencji z

serii DKWS.

Whiosek 1. Zaldzmy, ze funkcje F, f; i =1,...,n spelniajg (5) z pewnymi
;, B, i =1...,n takimi, Ze

aZ—I—Bz%O, izl,...,n

oraz
;B
aj B
Wowezas jesli przynajmniej jedna z funkcji f; jest nieciggla, to réwnanie (33)
ma rozwigzanie nieciggle.

£0, dla i# .

DowOD Z Twierdzenia 3 wiemy, ze f; sa funkcjami wielomianowymi.
Niech f;, bedzie funkcja nieciagta. Wtedy f;, ma nieciaglty sktadnik jedno-
mianowy pewnego rzedu jo. Z Lematu 2 wynika, ze sktadniki jednomianowe
funkcji f; rzedu jg, wspoélnie ze sktadnikiem F' rzedu jo+1, spetniajg réwnanie
(4). Mozemy wiegc uzy¢ Twierdzenia 6, ktére orzeka, ze (33) ma rozwiazanie
nieciagte. [

Mozna wiec powiedzieé, ze sytuacja rownania (25) nie jest wyjatkowa. W
dowolnym réwnaniu postaci (5) nieciagle czedci rozwiagzan redukuja sie po
prawej stronie réwnania.
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Uwaga 6. W Twierdzeniu 3.11 omawianej rozprawy pokazujemy, ze prezen-
towane przez nas metody moga by¢ uzyte nie tylko do dowodzenia ciagtosci
rozwigzan, ale tez do rozwigzywania réwnan, w tym rownan z rozwigzania-
mi nieciggltymi. Co wiecej, po doktadnej analizie dowodu tego twierdzenia
wida¢, ze rozwigzywanie tego typu rownan uklada sie w pewnego rodzaju
algorytm. Wydaje sie wiec, ze mozna uzy¢ programow komputerowych do
obliczenn symbolicznych do rozwigzywania réwnan tej postaci w podobnym
duchu jak byto to wykonane w pracy [6] w odniesieniu do réwnania

n+1

Z filpiz + q;y) = 0.

i=1
W nastepnym twierdzeniu przedstawiamy rozwigzanie ogdlne réwnania
(4) z wymiernymi wspotczynnikami o, 8;. Przyjmujemy tutaj, ze 0° = 1.

Twierdzenie 8. Niech f, F : R — R bedg funkcjami jednomianowymsi rze-
dow, odpowiednio, k oraz k + 1, spetniajgcymsi rownanie

F(y) — F(z) = (y — 2)[a1 f(oaz + Bry) + - + anf(anz + Bay)].  (4)

Niech dalej
flz)=A(z,...,z), z € R,

dla pewnej funkcji k—addytywnej i symetrycznej A : R — R oraz niech oy, B;
spetniajq rownosci

Aoz, o, ... xg) = 0 A(x, ..., Tg),
A(ﬁixhx% R ,.Ik) - 61'14(3717 s 7Ik)7
dlai=1,...,n. Jesli funkcja f jest nieciggla, to

iai&f = i a;af 1B = = iaiﬁf = 0. (35)
i=1 i=1 i=1

Z drugiej strony, jesli rownanie (35) jest spelnione, to dowolna funkcja jed-
nomianowa f rzedu k jest rozwigzaniem (4) (z F = const).
Jesli f jest funkcjq ciggle i f # 0, to dla dowolnych I,m € {0,... k}

mamy
" g aio/.“_lﬁl» = " g aio/-“_ ‘B, (36)
l — Lo m ! !

=1

(34)

Na odwrét, jesli zachodzi réwnosc (36), to dowolny jednomian f stopnia
k wraz z funkcjg F dang wzorem

F(z) = zla1 f(ouz) + - - + anfan2)] + ¢, (37)

gdzie ¢ € R jest dowolng stalg, jest rozwigzaniem (4).
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Uwaga 7. ZauwazylisSmy, ze Twierdzenie 8 podaje postac¢ rozwigzania ogolne-
go réwnania (4) w przypadku wag wymiernych. Jest tak, gdyz Twierdzenie
3 méwi, ze rozwiazania (4) sa funkcjami wielomianowymi. Z Twierdzenia
2 wiemy, ze ich jednomianowe sktadniki spetniaja to samo réwnanie, zas
Twierdzenie 8 odpowiada na pytanie czy (w zaleznosci od rzedu) moga by¢
to dowolne funkcje jednomianowe, czy funkcje te musza by¢ ciagle i czy sie
zeruja.

Uwaga 8. Jesli aq,...,a, € R spetiaja a; + --- 4+ a, # 0, to mozna uzy¢
Twierdzenia 8 do rozwiazania réwnania funkcyjnego

Fly)=F(z) = (y—2)[anflarz+(1—an)y)+- - +anflanz+(1—an)y)] (38)

rowniez w przypadku, gdy «; nie sg liczbami wymiernymi.

Istotnie, najpierw przy pomocy Twierdzenia 3 stwierdzamy, ze f jest
funkcja wielomianowa, nastepnie, z Twierdzenia 7 otrzymujemy ciagto$¢ funk-
cji f. Pozwala to uzy¢ Twierdzenia 8 (réwnosci (34) sa spetnione).

Uwaga 9. W przypadku, gdy a; + - -+ + a,, = 0 mozna sprowadzié¢ (4) do, o
wiele prostszego, réwnania

6Llf(o“lx + ﬁly) +oe anf(anx + ﬁny) = 0. (39)

Doktadniej, pokazemy, ze jesli funkcje jednomianowe F' i f rzedéw odpowied-
nio p i p+ 1 spelniaja (4) z takimi aq, oy, 3, ze

a+pi=1i=1,....,.n 1 a1+ ---+a, =0, (40)

to ' = 0 a f spetnia (39). Istotnie, z Twierdzenia 5 otrzymujemy F(z) =
cxPt 2z € R, dla pewnego ¢ € R. Uzywajac tej postaci funkcji F' w (4),
dostajemy

e+ oy = [af oz + Bry) o+ anf(nz + Bay)).

Biorac tu x = y (w rozprawie pokazano, ze nie popelniamy w ten sposéb
btedu) i korzystajac z zalozenia ay +- - - +a,, = 0, widzimy, ze ¢ = 0. Oznacza
to, ze f spekia (39).

Znane sa wyniki dotyczace rozwiazan réwnania (39) w przypadku (40)
(zobacz na przyktad [12, 29, 30]), wigc réwnanie (4) mozna uwazaé za roz-
wigzane, gdy

atBi=1i=1,...n

Co wiecej, jesli liczby «; + f; sa wymierne (niekoniecznie réwne jeden)

to réwnanie (4) takze mozna rozwigza¢ w podobny sposob. Trzeba jedynie
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zastapi¢ przypadki: ay +---4+a, =01ia; + -+ a, # 0 innymi - bardziej
skomplikowanymi i zaleznymi od rzedu funkcji jednomianowej, ktorg badamy.

Tak wiec jedyny przypadek, w ktérym rozwiazania rownania (4) nie sa
znane jest sytuacja, gdy «; + 5; € Q. Jednak w tym przypadku pewne obie-
cujace wyniki zostaly otrzymane w nieopublikowanej jeszcze pracy G. Kissa
[13](w zalaczeniu).

Cigglos¢é funkcji speilniajgcych réwnania zwigzane z regulami
Hermite’a i Birkhoffa
Poniewaz réwnania

F(y)—F(z) = (y—)[a1 f(oqna+61y)+- - +anf (Ozn:v+ﬁny)]+(y—$)2[9(y)—(€l(19;)]

(y —x) larf(z) + bif(onz + Bry) + - - + buf(anx + Bry) + a1 f(y)] +

(y — x)?’[clg(ozlx + By) + -+ Cng(anx + /Bny)]7
(42)

sa szczegblnymi przypadkami réwnania (1) wiec, korzystajac z Twierdzenia 3,
mozna pokazaé, ze (pod pewnymi zalozeniami) ich rozwiazania sa funkcjami
wielomianowymi. Méwig o tym, odpowiednio Lemat 3.22 i Stwierdzenie 3.30
omawianej rozprawy. Potrzebne sa w tym celu dosy¢ rozbudowane, techniczne
zatozenia wiec doktadne wypowiedzi tych faktow pominiemy:.

Dalej, jak juz wspomnieliémy mozna pokazaé, ze jesli funkcje wielomia-
nowe F,f i g speliaja na przyklad réwnanie (41), to ich jednomianowe
sktadniki rzedow odpowiednio k,k — 1,k — 2 rowniez sg rozwigzaniami te-
go réwnania. Pozwala to, podobnie jak bylo to w przypadku réwnania (4),
ograniczy¢ nasze rozwazania do funkcji jednomianowych. Sytuacja wygla-
da analogicznie réwniez w przypadku rownania (42). Oméwimy wiec teraz
twierdzenia dotyczace ciggtosdci rozwigzan tych réwnan.

W rozprawie pokazano (Twierdzenie 3.26), ze jesli funkcje F, f i g spel-
niaja (41), to funkcja F' musi by¢ ciagta (a wiec w istocie jest wielomianem).
Ponadto, z Twierdzenia 3.27 wynika, ze jesli o; + 5; = 1,4 = 1,...,n oraz
a; + -+ a, # 0 to réwniez funkcje f i g musza byc ciggle. Réwnania
pochodzace bezposrednio do reguty kwadraturowej Hermite’a spetniaja te
zatozenia wiec , korzystajac z tych Twierdzen mozna je w pelnej ogdlnosci
rozwigzac.

Dalej, Twierdzenie 3.34 zawiera podobne wyniki w odniesieniu do réwna-
nia (42)
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Roéwnania funkcyjne zwigzane z rézniczkowaniem numerycznym
W tej czeSci omoOwimy réwnania zwiazane ze wzorami postaci

FPaz + By)(y — ) = arfaaz + Bry) + -+ + anf(ane + Buy),  (43)

wykorzystywanymi do przyblizania warto$ci pochodnej. Rozwazymy wiec
rownanie funkcyjne

glaz + By)(y — 2)* = arf(aww + Biy) + -+ + anf(anz + Buy).  (14)

Podobnie jak miato to miejsce w przypadku regut kwadraturowych wzor
wystepujacy w (43) jest spelniony doktadnie przez wielomiany pewnego stop-
nia zaleznego of postaci szczegdlnych przypadkéw réwnania (43).

Wielomianowos$é funkcji spelniajacych (14)

Korzystajac z Twierdzenia 3, mozna pokazaé (pod podobnymi zalozenia-
mi jak dla réwnania (12)), ze jesli f i g spelniaja (14), to f jest funkcja
wielomianowsg rzedu co najwyzej

n+l+l+--+1-1=n+k
k

oraz g jest funkcja wielomianowa rzedu co najwyzej n. Rowniez podobnie jak
poprzednio, gtéwnym problemem jakim musimy si¢ zaja¢ jest problem cig-
glodci rozwiazan réwnania (14). Zaczniemy jednak od odpowiednika Lematu
2

Lemat 3. Niech f,g: R — R bedq funkcjami wielomianowymi spetniajgcy-
mi rownanie (14), z pewnymi liczbami o, 5, aq, P1, . .., ap, Bn. Wowczas ich
sktadniki jednomianowe g; oraz f;y rzedow odpowiednio v oraz i+ k réowniez
spetniajq to rownanie.

W nastepnym twierdzeniu pokazujemy, ze rozwiazania rownania (14), pod
pewnymi zatozeniami, sg ciggte. Niestety wynik ten nie jest tak satysfakcjo-
nujacy jak Twierdzenie 5.

Twierdzenie 9. Niech funkcje f,g: R — R spelniajq réwnanie (14). Niech
dalej p bedzie liczbg naturalng, g bedzie funkcjg wielomianowq rzedu p, f
bedzie funkcjg wielomianowq rzedu p + k oraz niech liczby o, B € Q; «y, B; €
Q,i=1,...,n;a; € Re=1,...,n spelniajg:

+k k
a o™ 4 4 a, ot £ 0,

44
alﬁ;{)-ﬁ-k’_'_____'_ant«Hf#o' ( )
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Jesli doktadnie jedna z liczb o, B jest rowna zero, to funkcje f i g sq
zerowe.

Jesli a, B #£ 0, to

—1kar P
+k( A Tk Tk o Tk (45)
a4 anad, a1y A anfh
Niech (1)
—1kaP
a, = . 46
T ol (46)
Jezeli spetnione sq nastepujgce warunki:
Clp [a1a16f+k_l + o+ anan/ﬁg—’—k_l} 7é Ozﬁp_la
p [@0BH 2 gl 2 et
(47)

@y [aad B T B £ a1,
ap [alafﬁf +-+ a,nOtfl/B,’k;] 7é apv
to funkcje f i g sq ciggle.

Zauwazmy, ze uzywajac Twierdzenia 9, mozna z tatwoscia rozwiazywac
konkretne réwnania typu (14).

Whniosek 2. Funkcje f,g: R — R spelniajg rownanie

s (52 ) -0 = 1) sr (P50 ) s (F5) - )

2
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
f(x) =ax® +ba® +cx +d

oraz
g(x) = 3az® + 2bx + c.

Istotnie, do wykazania tego wniosku wystarczy uzy¢ Twierdzenia 3, aby
otrzymaé¢ wielomianowo$¢ rozwiazan, pozniej Lematu 3, ktory pozwala ogra-
niczy¢ rozwazania do funkcji jednomianowych i ostatecznie sprawdzi¢, ze
zachodza warunki (47).

17



Uwaga 10. Latwo zauwazy¢, ze réwnanie

1o () =2 = 020 (TH2) 450

2

ma rozwiazania nieciagte. Oznacza to, ze zatozenie (44) w Twierdzeniu 9 jest
istotne. Problem istotnosci warunkéw (47) pozostaje otwarty.

Roéwnania funkcyjne zwigzane z ilorazami ré6znicowymi

Pokazemy teraz, ze nasze wyniki (motywowane analiza numeryczng) mo-
ga by¢ uzyte do otrzymania rozwigzan dobrze znanej klasy réwnan funkcyj-
nych. W tym celu wprowadzimy rekurencyjna definicje ilorazéw réznicowych
wyzszych rzedow. Niech

flzd] = f(21)
oraz p s ]
fler, ...,z = xQ""’mle _x$1,...,xp_1 .
Mamy oczywiscie:
flar, xo) = %
oraz
(= @) (@) + (01— @) () + (22— 21)f(23)
f[xlafh,xs] = |

(xl - $2)(!E2 - $3)($3 - 5101)

Bedziemy takze uzywali nastepujacego wzoru wyrazajacego jawng postac
ilorazu réznicowego n—tego rzedu (zobacz na przyklad [22]).

Twierdzenie 10. Dla dowolnego n naturalnego iloraz réozZnicowy n—tego rze-
du wyraza sie wzorem

flea, . xn] = f(z;)

B = HZ:l,k;éj(xj —p)

Nastepny lemat mozna znalezé na przyktad w monografii [19].
Lemat 4. Niech x1,...,x, € R bedqg liczbami postaci
vi=x1+0@—1)d, i=1,...,n,
dla pewnego d € R. Wowczas spelniona jest rownosé

Ay f ()

flea, . xn] = s (48)
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Uzywajac tego pojecia, rownanie Aczéla mozna zapisa¢ nastepujaco

g(z+y) = flz,y]. (49)

Dlatego, jako naturalne uogodlnienia réwnania (49), D.F. Bailey w pracy [2]
rozwazal rOwnanie

9(x+y+2) = flz,y, 2],
ktore rozwigzal pod zatozeniem rozniczkowalnosci funkcji ¢g. Bailey zadat
roOwniez pytanie o postaé¢ rozwigzan ogdlniejszego rownania

g1+ +x,) = flrg, ..., 2] (50)

Znane jest twierdzenie o wartosci $redniej dla ilorazéw réznicowych dowol-
nego rzedu (zobacz na przyklad [22]).

Twierdzenie 11. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjq klasy C™ i niech o, x1,
oy Ty € [a,b]. Istnieje wowczas taki punkt n z przedziatu

[min{x()) Ty 7xn}, HlaX{ivo, x]_, [N ,xn}L
ze .
f[x07$1,...,xn]:f '<77)
n:

W tej samej monografii mozna znalezé réwniez nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 12. Jesli dla pewnego | mamy f(x) = 2!, to

0 gdy l <n—1,
flza, . xn] = 1 gdyl=n—1,
T+t w, gdyl=n

dla dowolnego n.

Uwaga 11. Twierdzenie 11 orzeka, ze iloraz f[zg,x1,. .., x,] jest rébwny war-
tosci n—tej pochodnej funkcji f w pewnym punkcie. Dalej, z Twierdzenia 12
wiemy, ze dla jednomianéw punkt ten jest sredniag arytmetyczng x4, ..., x,.
Oznacza to, ze réwnanie (50) ma nietrywialne rozwiazanie i warto zastanowi¢
sie, czy ma ono inne rozwiazania.

Réwnanie (50) zostalo rozwiazane przez Pl. Kannappana i P.K. Sahoo w
pracy [11]. Autorzy p6zniejszych prac zajmowali sie réwnaniem (50) na ogdl-
niejszych strukturach niz R. W pracach [3] i [26] réwnanie to bylo rozwazane
na ciele o charakterystyce réznej od 2, a w pracy [4] zostal (po odpowiedniej
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modyfikacji réwnania) rozwazony przypadek funkeji okreslonych na pierscie-
niu catkowitym. Warto réwniez wspomnieé, ze w pracy [9] spexideryzowana
wersja (50) zostala rozwiazana w ciele o charakterystyce réznej od dwoch,
zawierajacym pewna liczbe réznych punktéw. Dla przyktadu zacytujemy tu
twierdzenie dla funkcji okreslonych na R.

Twierdzenie 13. (/22], Theorem 2.8) Niech f,g : R — R bedq funkcjami
spetniajgeymi réwnanie (50) dla wszystkich parami réznych xq, ..., x, € R.
Wowczas g jest wielomianem stopnia co najwyzej n, a funkcja f jest wielo-
mianem stopnia plerwszego.

W nastepnym stwierdzeniu odnotujemy zwiazek pomiedzy roéwnaniem
(50) a pewnym réwnaniem postaci (14).

Stwierdzenie 1. Jesli funkcje f,g : R — R spelniajg réwnanie (50), to
spetniajq rowniez rownanie

(n—1)! (n(x +y)

(-1 2 ) (y — )" = AL f (o). (51)

Istotnie, zat6zmy, ze funkcje f i g speliaja (50) i wezmy

y—x

PRES  — 1 , 1=1,...,n.
x x4+ (i )n—l { n
Woéczas, z Lematu 4, dostajemy
[ =1
flry, .. xn] = I —
(n =D (=)
7, drugiej strony
- - n(r +
a:1+~~—|—:cn:x+x+y—+~~—|—x+(n—1)y = (z+y)
n—1 n—1 2

co znaczy, ze otrzymaliémy roéwnanie (51).
Uzywajac podobnego rozumowania jak we Wniosku 2 w omawianej roz-
prawie otrzymano nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 14. Funkcje f,g : R — R spetniajq réwnanie (51) wtedy i
tylko wtedy, gdy

f(z) = ax™ +bx™ ' 4 foo(x) + -+ fi(z) +c

g(x) = ax + 0,

gdzie f;, 1 =1,...,n—2 sq funkcjami jednomianowymsi rzedu i oraz a,b,c € R
sa pewnymsi statymi.
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Korzystajac z tego twierdzenia mozna otrzymac¢ wynik, wzmacniajacy
Twierdzenie 13.

Twierdzenie 15. Jesli funkcje f,g : R — R spelniajg réwnanie (50) dla

dowolnych xy,...,x, € R takich, zZe roznica x; 1 — x; nie zalezy od i =
1,...,n—1 oraz dla dowolnych z, ..., x, € R postaci cy,cs,...,Cnh_1,T gdzie
¢i, dlai=1,...,n sqg pewnymi, paramsi roznymi statymi, to

f(x) = ap,r" + an—ﬂn_l + an_1$n_1 + -+ a1z + ag

9(x) = apr + ap—

dla pewnych a; € R, i =10,...,n.
Na odwrdét, funkcje f,g dane powyzszymi wzorami spetniajq (50) dla do-
wolnych x4, ..., x, € R.

Udowodnilismy w tym twierdzeniu, ze rownanie zachowuje swoje rozwia-
zania jesli zatozymy, ze jest spetnione nie dla wszystkich zy, ..., x, ale jedynie
na pewnym podzbiorze R". W rzeczywistosci, w twierdzeniu tym wyznaczy-
liSmy minimalny zbiér o takich wlasnosciach.

Nowa metoda wykazywania wielomianowos$ci rozwigzan réwna-
nia (5)

Zaprezentujemy teraz prostg obserwacje, ktorej mozna uzy¢ do wykazania
iz rozwigzania rownan typu kwadraturowego sg funkcjami wielomianowymi.

Metoda ta nie jest tak uniwersalna jak Twierdzenie 3, jednak jest kilka
powodow, dla ktérych o niej wspominamy. Po pierwsze stanowita ona inspi-
racje pewnego uogdlnienia réwnania Aczéla (2), ktére to uogdlnienie p6zniej
omoéwimy. Dalej, w niektorych przypadkach okazuje sie, ze otrzymany w taki
sposob rzad funkcji wielomianowej jest nizszy niz ten ktoéry zostal wyznaczo-
ny przy uzyciu lematu Sablika (Lemat 1) oraz, ze metode te mozna stosowaé
dla funkcji okreslonych na przedziale. Ostatecznie, metoda ta (po odpowied-
nich modyfikacjach) moze by¢ zastosowana do otrzymania wynikéw typu
stabilnosciowego

Podejscie to, w skrécie, polega na eliminacji (przez odpowiednie podsta-
wienia) z réwnania (5) lub (4) funkcji F. W omawianej rozprawie znajduje
sie, na przyktad, nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 2. Jesli funkcje f, F': R — R spelniajg rownanie

Fly) = F(z) = (y — @) [ f(oax + fry) + -+ + anf(anz + Buy)] . (4)
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to f spelnia

arf((ar + Br)x + Bih) + - - + an f((on + Bn)x + Bnh)+
a1 f((on + Br)x + (a1 +2B1)h) + -+ + anf((an + Bn)r + (i + 26,)h)

=2 [alf((al + Bl)x + QBlh) +oeee At anf((an + ﬂn)x + 26nh)] )
(52)

dla dowolnych x, h € R.

Stwierdzenie to (ktére ma zaskakujaco prosty dowod - zobacz strony 48-
49 rozprawy) tacznie z twierdzeniem Székelyhidiego (Twierdzenie 2) pozwala
stwierdzi¢, ze funkcje spelniajace (4) musza byé¢ wielomianowe. Co wiecej
znane sg wersje twierdzenia Székelyhidiego dla odwzorowan okre$lonych na
przedziale (zobacz [27]). Oznacza to, ze takie podejscie jest, w pewnym sensie,
ogblniejsze niz metoda oparta na wykorzystaniu lematu Sablika (Lemat 1).
Oczywiscie mozna go uzy¢ jedynie do wyznaczania rozwiazan réwnania (4)

lub (5).

Twierdzenie 16. Niech (G,0),(H,+) bedg potgrupami, (S,*) niech bedzie
potgrupg abelowg. oraz niech F: S -G, f: S —>G,p: S — HT:GxH —
G bedg takimi funkcjami, zZe

p(rxy) = () + oY) (53)

oraz wartosci funkcji F, o sq odwracalne wzgledem dziatan odpowiednio o 1
+.
Jesli jest spelnione rownanie

F(z)o F(y) ' =T(f(zxy),o(y) — ¢(x)), (54)

to f,p 1T spelniajg

T(f(2* % h*,2¢(h))* = T(f(2* x h, o(h)) o T(x* x b, p(h))

Twierdzenia tego mozna uzy¢ do nowego (krétkiego) dowodu twierdzenia
wyznaczajacego rozwigzania rownania Aczéla (zobacz Corollary 5.2 rozpra-
wy) , jednak, co bardziej interesujace, pozwala ono rozwiazywaé nastepujace
roOwnania:

F(x) — F(y) = (logz — logy) f(zy),

@) _ ot gy,

(y)

o

T
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F(z)
F(y)

ktore mozna nazwac¢, odpowiednio, logarytmiczng, eksponencjalng i multy-
plikatywng wersjg réwnania Aczéla.
Jest widoczne, ze bardziej skomplikowane réwnania motywowane reguta-
mi kwadraturowymi réwniez mozna modyfikowa¢ w podobny sposob.
Ponadto uzywajac tej samej metody, ktéra postuzyta do dowodow Stwier-
dzenia 2 i Twierdzenia 16 mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie, ktore
mozna nazwaé pierwszym krokiem do wykazania stabilnosci réwnan typu (4).

— f(a:_y)logm—logy

Stwierdzenie 3. Jesli funkcje F, f : R — R spelniajg rownanie

'F<y> F(@) = (g — ) [ (ot Buy) + -+ Falans + 5ay)] \ <c (59)

to f spelnia nierownosé

‘h[ﬁ((al + Bz + Bih) + -+ ful(an + Ba)z + Bah)+
Jillar + Bi)x + (a1 +281)h) + -+ + fu((an + Bn)x + (an + 2B,)h)—
2[fi((r + B)x +281h) + -+ + ful(an + Bn)z +26,0)]] ‘ <e
(56)

Ponadto w rozprawie znajduje sie kilka probleméw otwartych. Jak juz
wspomnieliSmy jeden z nich znalazt czesciowe rozwigzanie w nieopublikowa-
nej jeszcze pracy [13].
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5. Pozostale osiggnigcia naukowo-badawcze

(a) Wykaz opublikowanych prac naukowych nie wchodzacych w sktad
osiggniecia wymienionego w punkcie 4
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(b) Omoéwienie tematyki prac ujetych w punkcie 5(a)

Pozostaly méj dorobek mozna podzieli¢ na kilka grup. Pierwszg grupe
stanowia prace [Sz1, Sz15]. W pracach tych rozwaza sie wzmocniona nier6w-
nos¢ Jensena

F(55Y) <A@ + iy > 0.0 < ay 57

gdzie a € (0,1),7 € (O, %) sa pewnymi stalymi. Nieréwnosé (57) jest uzywa-
na w teorii przestrzeni Orlicza i jesli funkcja Orlicza spetnia te nieréwnosé, to
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przestrzen Orlicza zwigzana z tg funkcja ma pewne pozadane wtasnosci geo-
metryczne na przyktad takie jak jednostajna wypuktosé. Gléwne twierdzenie
pracy [Sz1] méwi, ze jesli funkcja f(0,00) — (0, 00) spetnia nieréwnosé (57)
oraz lim, .o f(x) = 0, to istnieja state b,c > 0 oraz d > 1 takie, ze

f(z) <ca?, x € (b, 00).

Oznacza to, ze rozwigzania nieréwnosci mozna oszacowaé przez funkcje po-
tegowe, ktore spetniaja réwnanie

f(@ +ax) =~y(a)[f(x) + f(ax)]. (58)

Réwnanie to réwniez zostato rozwiazane w pracy [Sz1]. Praca [Sz15] takze jest
poswiecona nieréwnosci (57). W pracy tej wykorzystano rodzine Beckenbacha
typu
{wx+a)+b:a,p R}

gdzie w jest funkcjg spelniajaca pewne warunki. Uzywajac tej rodziny mozna
rozwazaé pojecie wypuktosci, ktéra w pracy [Sz15] nazywana jest w—wypu-
ktodcia. Glownym wynikiem pracy [Sz15] jest nastepujace twierdzenie, ktore
wigze nier6wnos¢ (57) z w—wypukloscia dla funkeji w(z) = |z|°.

Twierdzenie 17. Niech ¢ : R — R" bedzie funkcjq Orlicza. Niech d bedzie
liczbg wiekszq od zera, niech ¢ > 2 a zbior Ay bedzie zdefiniowany nastepujgco

Ag:={z e R: p(z) <dz°}.

Jesli funkcja @jjo,00) jest |x|°—wypukta, to istnieje taka funkcja vy : (0,1) —
(0,1/2), ze nierdwnosé

i ( : y) < 1(@)[f(@) + £(w)]

2
jest spetniona dla wszelkich a € (0,1) i x,y € Ay takich, ze x < ay.

Prace [Sz2, Sz3, Sz4| po$wiecone sa badaniom zwiazkéw warunkowych
rownan funkcyjnych z réwnaniami motywowanymi nieréwno$ciami uzywany-
mi w przestrzeniach Orlicza. Réwnanie (58) (dla z,y > 0) mozna zapisa¢ w
postaci

ot y) =~ (5) () + )] (59)

Latwo widaé¢, ze funkcja f spetnia (59) (z pewna funkcja 7) wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnia

et =7 (E2) @)+ ) (60

28



oczywiscie na ogét z inna funkcja . Jednak réwnanie (60) mozna rozwa-
za¢ dla funkeji okreglonych na przestrzeniach unormowanych (po zastapieniu
wartosci bezwzglednej przez norme). W pracy [Sz2] udowodniono nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 18. Niech X bedzie przestrzenig unitarng. Wowczas funkcja
f X — R spelnia rownanie

F(55) = () e + sl (61)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z warunkow:
v(a) =3, dlaa >0 oraz

f(z) =b(x)+¢, x € X,

dla pewnych funkcyi addytywnej b : X — R i stalej rzeczywistej c,
lub
Y(o) = m, dla o > 0 oraz

fla) =k, = € X,

dla pewnej statej k € R.

Twierdzenie to oznacza, ze istnieje zwiazek pomiedzy rownaniami moty-
wowanymi wlasnosciami funkcji Orlicza a ortogonalnag addytywnoscia. Do-
ktadniej, ciggle rozwiazania ortogonalnego réwnania Cauchy’ego mozna wy-
razi¢ jako sume dwoch rozwiazan rownania (61). Oczywiscie wystepujace w
rozwiazaniach réwnania (5) stale pojawiaja sie tam gdyz rozwazamy réwna-
nie Jensena zamiast roéwnania Cauchy’ego.

Dalej, z réwnania (61), w szczegblnosci, mozna otrzymaé nastepujace,
dobrze znane, warunkowe réwnanie funkcyjne

r+y

1) =l + )

Dlatego naturalne jest pytanie o inne przypadki szczegdlne réwnania, ktore
daja nam rownanie spetnione dla wektorow o pewnym, ustalonym ilorazie
przekatnych (niekoniecznie réwnym 1). Réwnanie takie badano w pracy [Sz3].
Zacytujemy najwazniejszy wynik pochodzacy z tej pracy.

||x+yu=|rx—yu:»f(

Twierdzenie 19. Niech X bedzie rzeczywistq przestrzeniq unormowang wy-
maary co najmniej 2 1 niech L bedzie dang przestrzenig lintowg. Wowczas
nieparzysta funkcja f : X — L spetniajgca warunek:

[z =yl = allz +yl Tub [l + yl| = alle =yl ] = flz+y) =[f(z) + fY)]

Z pewnym o € (‘/52*1, 1) iy e R\ {0}, jest funkcjq addytywng.
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[loraz H jest scisle powiazany z prostopadtoscia Jamesa. Doktadniej,

x,y sa wektorami ortogonalnymi w sensie Jamesa wtedy i tylko wtedy, gdy
”Z:ZH = 1. W pracach [Sz5, Sz19] zajmujemy sie konstrukcja i wlasnosciami
wyrazenia odgrywajacego podobng role dla prostopadtosci Birkhoffa-Jamesa.
Przypomnijmy, ze jesli X jest przestrzeniag unormowang, to dla z,y € X
moéwimy, ze y jest prostopadly do x w sensie Birkhoffa-Jamesa (i piszemy

x1lpyy) wtedy i tylko wtedy, gdy

|z + Myl > |lz]| dla A€ R

Niech wiec (X, ||-]|) bedzie rzeczywista przestrzenig unormowana. Funkcje
s: X x X — R definiujemy nastepujacym wzorem

infyep 220 5F 4 £ 0
s(x,y) ::{ X AER g ifxio

Zwiazek funkcji s z prostopadtoscig Birkhoffa-Jamesa podaje relacja
s(z,y) =1< zlgy.

Jednak funkcja s przyjmuje poza jedynka wszystkie inne wartodci z przedziatu
[0, 1]. W pewnym sensie mozna wiec powiedzieé, ze mierzy ona kat pomiedzy
wektorami x i y. Uzywajac funkcji s mozna rozwazaé rownania podobne
do (57), ale zwiazane nie z prostopadloscia Jamesa, tylko Birkhoffa-Jamesa.
Takie réwnania zostaly (miedzy innymi) rozwazone w pracy [Sz4].

Z drugiej strony, prace [Szb, Sz19] poswigcone sa badaniu wlasnosci sa-
mej funkcji s. Latwo pokazaé, ze jesli X jest przestrzenia euklidesows, to
s(z,y) jest réwne wartosdci bezwzglednej sinusa kata miedzy wektorami x i
y. Nastepnie, opierajac sie na funkcji s, zdefiniowano nowa funkcje ktorej
dziedzing jest R, i ktérag mozna nazwaé ugdlnieniem funkcji sinus na dowolng
przestrzen unormowana. Przy uzyciu tej funkcji réwniez mozna charaktery-
zowal przestrzenie unitarne, ale okazuje sie¢, ze takze takie, geometryczne,
wlasnosci jak $cista wypuktosé czy gtadkosé przestrzeni unormowanych maja
zwigzek z wlasnosciami tej nowej funkcji.

W pracy [Sz4] rozwazone zostalo nastepujace réwnanie Ptolemeusza

lz+yll =z —yll = f(@)’ + f()?* = fz+y)f(z —y) (62)

i jego zmodyfikowana (bezwarunkowa) wersja

fernfe-n = (ELD Vet o)
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Réwnanie (62) zostalo w tej pracy rozwiazane i w rezultacie otrzymano no-
wa charakteryzacje przestrzeni unitarnych. Ponadto réwnanie (63) zostato
rozwigzane dla funkcji okreslonych na R.

Prace [Sz6, Sz7| poswigcone sa problemowi zachowywania trojkatéw réw-
nobocznych. Zatézmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna a funkcja f :
X — X spelia warunek

d(x,y) = d(y, z) = d(z, z) = d(f(z), f(y)) = d(f(y), [(2)) = d(f(x), f(2)).

Powstaje naturalne pytanie czy f musi by¢ podobienstwem. Prace [Sz6, Sz7]
udzielaja twierdzacej odpowiedzi na to pytanie w przypadkach, gdy X jest
przestrzenig euklidesowq oraz gdy jest przestrzenig unormowang wymiaru co
najmniej 3.

Prace [Sz16, Sz20] dotycza réwnania zwiazanego z rozdzielnoscia implika-
cji rozmytych. Doktadniej, w niedawno opublikowanych pracach dotyczacych
tego typu zagadnien pojawito si¢ réwnanie

f(min(z +y), a) = min(f(z) + f(y), b).

W pracach [Sz16, Sz20] rozwazone zostato nastepujace uogdlnienie tego row-
nania

flmai(z +y)) = ma(f(x) + f(y)),

gdzie 11,79 € (0,00),mq : [0,2r1] — [0,71],mq : [0,2r1] — [0, 7] sa funkcjami
speliajacymi pewne warunki a f : [0,r;] — [0, o).

Prace [Sz8, Sz9, Sz10, Sz11, Sz12, Sz13, Sz14, Sz17] poswiecone sa po-
dobnym zagadnieniom jak rozprawa wymieniona w punkcie 4. W pracy [Sz§]
roOwnanie

LT 4y (%32)] = 0+ 01FG) - Flo)

zostalto rozwigzane w przypadku, gdy funkcje F' i f sa okreslone i przyjmuja
wartosci w pierscieniu catkowitym jednoznacznie podzielnym przez 2 i 3.
Praca [Sz9] po$wiecona jest réwnaniu funkcyjnemu

F(y) = F(z) = (y — 2)[f(z +7y) + f(yz + )] (64)

dla funkcji dziatajacych na pierscieniach catkowitych podzielnych przez 2 i
3. Warto podkresli¢, ze zastosowanie otrzymanych w tej pracy wynikow do
ciala liczb rzeczywistych pozwala rozwiazaé réwnanie (64) w pelnej ogélnosci
- nie zaktada sie wymiernosci liczby A. Jest to pierwsza praca po$wiecona
réwnaniom typu (5), w ktorej dopuszcza sie niewymierne wspotezynniki w
argumencie funkcji f
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Wyniki otrzymane w pracy [Sz10] dotycza rozwiazan réwnania

S[F() - o) = (o= 0) [0+ 37 (52 ) r (2572) 4 ).

3 3
(65)
gdzie f,F : P — P sa funkcjami niewiadomymi okreslonymi na pierscieniu
catkowitym P. Réwnanie (65) zostalo rozwiazane przy uzyciu twierdzenia
dotyczacego ogdlniejszego réwnania

F(z) = F(y) = (z —y)bif(az + Bry) + - + bafanz + Bay)].

W pracy [Sz14] zostal rozwazony problem stabilnosci rownania Aczéla w
sensie Hyersa-Ulama. Okazuje sie, ze rOwnanie to jest superstabilne. Doktad-
niej, jesli funkcje F, f : R — R spetniaja nieréwnosé

F(y)—F(x)—(y—x)f(%)‘és,

to f jest wielomianem stopnia co najwyzej pierwszego to znaczy spetnia
roOwnanie

Gly) - G(z) = (y — 2)f ($;ry>

z odpowiednio dobrang funkcja G.
W pracy [Sz17] otrzymano rozwiazanie ogblne réwnania

Fly)— F(z) = (y—2)[f(z) + af (x +y) + f(y)] + (y — 2)*[9(y) — g(z)].

Wynik ten zostat uogdlniony w rozprawie opisanej w punkcie 4.

Prace [Sz18] i [Sz21] poswigcone sa metodzie dowodzenia nier6wnosci dla
funkeji wypuktych z wykorzystaniem caltki Stieltjesa. W pracy [Sz18] uzywa-
my w tym celu lematu Ohlina. Lemat Ohlina stwierdza, ze jesli dwie zmienne
losowe maja rowne wartosci oczekiwane a dla ich dystrybuant £}, F, istnieje
taki punkt zg € R, ze

Fi(z) < Fy(x) dlaz <z oraz Fi(x) > Fy(x) dlaz > x,
to zachodzi nieréwnos¢
Ef(Xy) < Ef(Xy) (66)

dla wszystkich funkcji wypuklych f : R — R. Jak zauwazyta T. Rajba
lemat Ohlina moze poshuzy¢ do (zaskakujaco szybkiego) dowodu nieréwnosci
Hermite’a-Hadamarda
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spetnionej dla funkeji wypuktych. W pracy [Sz18] pokazano, ze podobna me-
tode mozna zastosowac réwniez w przypadku, gdy dystrybuanty Fi, F; maja
wiecej punktow przeciecia niz jeden. W efekcie uzyskano uogélnienia nierow-
nosci Hermite’a-Hadamarda postaci

of(ar + (1= a) + (1= 0)f (3 + (1= 89) < —— [ fya

oraz

b1(@) + ef(w + (1= 7)9) + ) > —— [ Sy

Temat ten jest kontynuowany w pracy [Sz21]. Po zapisaniu nieréwnosci (67)

w postaci
F(E) < Fly) - Flz)  f(=)+ /@)
2 y—z 2
(gdzie F’ = f) widzimy, ze w pracy [Sz18] wyrazenia f (%fY), 1(_1:)_}[(_7;_) wy-

stepujgce w nieréwnosci Hermite-Hadamarda zostaly zastapione przez ogél-
niejsze operatory typu kwadraturowego podczas, gdy srodkowe wyrazenie
pozostalo niezmienione. W pracy [Sz21] pozostawiamy bez zmian skrajne
wyrazenia a iloraz réznicowy L;:fﬂ
rami rézniczkowania numerycznego.
Kolejne wyniki podobnego typu zostaly uzyskane w nieopublikowane;j
jeszcze pracy Levin Stechkin theorem and inequalities of the Hermite-Hadamard

type http://arxiv.org/abs/1411.7708.

zastepujemy bardziej ztozonymi wzo-

SN
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