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Wprowadzenie
Rozprawa, zasadniczo, poświęcona jest równaniu

l∑
i=0

(y − x)i[f1,i(α1,ix+ β1,iy) + · · ·+ fki,i(αki,ix+ βki,iy)] = 0 (1)

i jego rozmaitym przypadkom szczególnym. Występujące w tym równaniu
funkcje niewiadome fj,i są określone i mają wartości w R. Jak wiadomo, z
wcześniejszych prac [15], [18] i innych, wiele faktów można wykazać dla funk-
cji działających na ogólniejszych strukturach (pierścienie o pewnych wła-
snościach), ale rozważając bardzo ogólną postać równania (1) chcemy, dla
zachowania przejrzystości rozważań, ograniczyć się do przypadku rzeczywi-
stego. Z drugiej strony, tak ogólne postawienie problemu pozwala dowodzić
twierdzenia dla wielu typów równań związanych z analizą numeryczną, które
wcześniej były rozpatrywane oddzielnie (lub nie były badane).

Jednak nasze rozważania należy rozpocząć od pracy J. Aczéla [1]. Zauważ-
my, że dla funkcji kwadratowej punkt pośredni występujący w twierdzeniu
Lagrange’a leży dokładnie w środku rozważanego przedziału. Oznacza to, że
funkcja F (x) = x2 spełnia równanie

F (x)− F (y) = (y − x)F ′
(
x+ y

2

)
.

Zastępując funkcję F ′ przez f, J. Aczél otrzymał równanie

F (y)− F (x) = (y − x)f

(
x+ y

2

)
(2)

z dwiema funkcjami niewiadomymi: f i F. Równanie to można rozważać bez
żadnych założeń regularnościowych, jednak, co zaskakujące, funkcje spełnia-
jące (2) muszą być ciągłe. Dokładniej, są to funkcje postaci F (x) = ax2+bx+c
i f(x) = 2ax + b dla pewnych stałych a, b i c. Problem ciągłości rozwią-
zań równań rozważanej postaci odgrywa zasadniczą rolę w całej omawianej
pracy, a metodę Aczéla zastępowania wyrażeń wymagających regularności
rozważanych funkcji nową funkcją niewiadomą można zastosować do reguł
kwadraturowych. Istotnie, jeśli przybliżamy całkę w następujący sposób∫ y

x

f(t)dt ≈ (y − x)[a1f(α1x+ β1y) + · · ·+ anf(αnx+ βny)], (3)

to otrzymamy równanie funkcyjne postaci

F (y)− F (x) = (y − x)[a1f(α1x+ β1y) + · · ·+ anf(αnx+ βny)], (4)
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którego rozwiązaniami z pewnością są funkcje dla których reguła (3) jest
spełniona dokładnie. Jednak mogą się pojawić (i tak w istocie jest) nawet
niemierzalne rozwiązania równania (4), które musielibyśmy wykluczyć uży-
wając całki oznaczonej.

Następnym krokiem jest równanie, które można nazwać „pexideryzacją”
równania (4) czyli

F (y)− F (x) = (y − x)[f1(α1x+ β1y) + · · ·+ fn(αnx+ βny)]. (5)

Omówimy teraz krótko historię badań równań postaci (4) i (5). W. Rudin
[23] zaproponował następujące uogólnienie równania Aczéla

F (y)− F (x) = (y − x)f (sx+ ty) , (6)

które zostało rozwiązane w pracy M.S. Jacobsona, Pl. Kannappana i P.K.
Sahoo [8].

Następnym równaniem postaci (5) jest równanie

F (y)− F (x) = (y − x) [f(x) + f(y)] (7)

rozwiązane przez Sh. Harukiego w pracy [7].
Widzimy, że równania (2), (6) i (7) są szczególnymi przypadkami równania

(4) (chociaż motywacją do badania tych równań nie były reguły kwadratu-
rowe).

Trzeba zauważyć, że błąd jaki pojawia się w regułach kwadraturowych
wyraża się przy pomocy pochodnej pewnego rzędu (obliczonej w pewnym
punkcie) i pomnożonej przez stałą. Z tego powodu przybliżenie ze wzoru
(3) jest dokładne dla wielomianów stopnia zależnego od n, od postaci wę-
złów αix + βiy oraz od współczynników ai. W rezultacie równanie (4) jest
spełnione przez wielomiany. Dlatego wielomiany stanowią pewnego rodzaju
„modelowe” rozwiązania równań rozważanej postaci i zamierzamy odpowie-
dzieć na pytanie, kiedy równania postaci (5) czy (4) mogą mieć rozwiązania
inne niż wielomiany.

Pierwszą regułą kwadraturową, rozpatrywaną z tego punktu widzenia by-
ła reguła Simpsona∫ y

x

f(t)dt ≈ (y − x)

[
1

6
f(x) +

2

3
f

(
x+ y

2

)
+

1

6
f(y)

]
. (8)

Związane z nią równania

F (y)− F (x) = (y − x)

[
1

6
f(x) +

2

3
f

(
x+ y

2

)
+

1

6
f(y)

]
(9)
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oraz (postać spexideryzowana)

F (y)− F (x) = (y − x) [f(x) + g(x+ y) + h(y)] (10)

badano między innymi w pracach [5, 10, 14, 22].

Uwaga 1. Zauważmy, że jeśli a : R → R jest funkcją addytywną, f(x) =
a(x), h(x) = a(x), g(x) = −a(x), x ∈ R oraz funkcja F jest stała to czwórka
f, g, h, F spełnia równanie (10). Oznacza to, że równanie (5), w przeciwień-
stwie do równania (2), nie wymusza ciągłości rozwiązań.

Następnym równaniem pochodzącym od reguły kwadraturowej jest rów-
nanie

F (y)−G(x) = (y − x)

[
f1(x) + f2

(
2x+ y

3

)
+ f3

(
3x+ y

2

)
+ f4(y)

]
rozważane w pracach [20, 24, 25].

Bardziej skomplikowane równania tej postaci były rozważane m.in. w
pracach, [16, 18]. Jednak w analizie numerycznej znane są również reguły
kwadraturowe, w których do przybliżania całki, oprócz wartości całkowanej
funkcji, używa się wartości jej pochodnych.

Przykładem może być tu reguła kwadraturowa Hermite’a∫ y

x

f(t)dt ≈ y − x
n

[
f(x) + f(y)

2
+f

(
x+

y − x
n

)
+ · · ·+ f

(
x+ (n− 1)

y − x
n

)]
+

(y − x)2

12
[f ′(x)− f ′(y)].

(11)

Równanie funkcyjne związane z takim rodzajem aproksymacji całki (dla n =
2)

F (y)− F (x) = (y − x)[f(x) + af(αx+ βy) + f(y)] + (y − x)2[g(y)− g(x)]

zostało rozwiązane w pracy [17]. Przed opublikowaniem omawianej rozprawy
nie były znane wyniki dotyczące równań tego typu o bardziej złożonej postaci.

Dalej, do przybliżania całki można użyć pochodnych wyższych rzędów.
Na przykład następująca reguła kwadraturowa Birkhoffa∫ y

x

f(t) ≈ (y−x)

[
1

10
f(x) +

4

5
f

(
x+ y

2

)
+

1

10
f(y)

]
+

(y − x)3

60
f ′′
(
x+ y

2

)
jest dokładna dla wielomianów stopnia nie większego niż 5. Jednak żadne
równania funkcyjne postaci

F (y)−F (x) =
l∑

i=1

(y−x)i[f1,i(α1,ix+β1,iy)+ · · ·+fki,i(αki,ix+βki,iy)] (12)
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z l > 2 nie były dotąd badane.
Gdybyśmy ograniczyli badania do równań funkcyjnych związanych z re-

gułami kwadraturowymi wystarczyłoby zająć się równaniem (12). Będziemy
szukali rozwiązań ogólniejszego równania (1), gdyż chcemy objąć naszymi
wynikami również przypadek równań związanych z różniczkowaniem nume-
rycznym. Przyjrzymy się więc teraz, z naszego punktu widzenia, wzorom róż-
niczkowania numerycznego. Najprostszy wzór przybliżający pochodną przyj-
muje postać

f ′(x) ≈ 1

2h
[f(x− h)− f(x+ h)]

i jest dokładny dla wielomianów stopnia co najwyżej 2. Równanie funkcyjne
związane z tym wzorem

g

(
x+ y

2

)
(y − x) = f(x)− f(y)

jest równaniem postaci (5). Jednak, aby otrzymać równania prawdziwe dla
wielomianów wyższych stopni, musimy użyć bardziej skomplikowanych wzo-
rów, jak na przykład:

f ′(x) ≈ 1

12h
[−f(x+ 2h) + 8f(x+ h)− 8f(x− h) + f(x− 2h)]

czy

f ′′(x) ≈ 1

12h2
[−f(x+ 2h) + 16f(x+ h)− 30f(x) + 16f(x− h)− f(x− 2h)],

co prowadzi do następujących równań funkcyjnych:

3f

(
x+ y

2

)
(y − x) = F (x)− 8F

(
3x+ y

4

)
+ 8F

(
x+ 3y

4

)
− F (y)

i

3

4
f

(
x+ y

2

)
(y − x)2 = −F (x) + 16F

(
3x+ y

4

)
− 30F

(
x+ y

2

)
+ 16F

(
x+ 3y

4

)
− F (y).

(13)

Zauważmy, że teraz h = y − x oraz, że stałe występujące po lewych stro-
nach są tak dobrane aby otrzymać równość F ′ = f (w przypadku rozwiązań
ciągłych).

Równania związane z różniczkowaniem numerycznym mają więc postać

g(αx+ βy)(y − x)k = a1f(α1x+ β1y) + · · ·+ anf(αnx+ βny) (14)
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która nie jest już przypadkiem szczególnym równania (5). Z tego powodu,
zajmiemy się ogólniejszym równaniem (1). Pokażemy, że funkcje spełniające
tego typu równania są funkcjami wielomianowymi.

Funkcje wielomianowe
W tej części podamy, w oparciu o monografię M. Kuczmy [19], definicję i

podstawowe fakty na temat funkcji wielomianowych.
Niech I ⊂ R będzie przedziałem, niech f : I → R będzie dowolną funk-

cją oraz niech x, h ∈ R będą takie, że x, x + h ∈ I. Operator różnicowy o
przyroście h definiujemy wzorem

∆hf(x) = f(x+ h)− f(x).

Iteracje ∆n
h są określone rekurencyjnie,

∆0
hf := f, ∆n+1

h f := ∆h(∆
n
hf), n = 1, 2, . . . .

Używając tych pojęć możemy wprowadzić pojęcie funkcji wielomianowej.

Definicja 1. Funkcję f : R→ R nazywamy wielomianową rzędu n jeśli speł-
nia równanie

∆n+1
h f(x) = 0 (15)

dla dowolnych x, h ∈ R.
Postać ogólna rozwiązań tego równania została wyznaczona w pracy [21].

Wyraża się ona przy użyciu funkcji multiaddytywnych. Funkcję f : Rn → R
nazywamy n−addytywną wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego i ∈ {1, 2, . . . , n}
i dla dowolnych x1, . . . , xn, yi ∈ R mamy

f(x1, . . . ,xi−1, xi + yi, xi+1, . . . , xn) =

f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) + f(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn).

Dalej, diagonalizacją funkcji F : Rn → R, nazywamy funkcję f daną wzorem

f(x) := F (x, . . . , x).

Możemy teraz przedstawić postać funkcji wielomianowych.

Twierdzenie 1. Niech f : R → R będzie funkcją wielomianową rzędu n,
istnieją wówczas takie, jednoznacznie wyznaczone, funkcje k−addytywne i
symetryczne Fk : Rk → R, k = 1, . . . , n oraz stała a0, że

f(x) = a0 + f1(x) + · · ·+ fn(x), (16)

gdzie fk jest diagonalizacją Fk. Odwrotnie, każda funkcja postaci (16) jest
funkcją wielomianową rzędu n.
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Mówiąc o funkcjach wielomianowych, należy również zacytować następu-
jące twierdzenie L. Székelyhidiego z pracy [28] (Theorem 9.5).

Twierdzenie 2. Niech G będzie półgrupą abelową, S grupą abelową, n liczbą
naturalną a ϕi, ψi : G → G takimi funkcjami addytywnymi, że ϕi(G) ⊂
ψi(G), i = 1, 2, . . . , n. Jeśli funkcje f, fi : G→ S spełniają równanie

f(x) +
n∑
i=1

fi(ϕi(x) + ψi(y)) = 0 (17)

to f spełnia
∆h1,...,hnf(x) = 0. (18)

Uwaga 2. Zauważmy, że otrzymane w Twierdzeniu 2 równanie (18) oznacza,
że f jest funkcją wielomianową, gdyż równania (15) oraz (18) są równoważne.

Wielomianowość rozwiązań równania (1)
W tej części pokażemy, że (pod pewnymi założeniami) rozwiązania rów-

nania (1) są funkcjami wielomianowymi. W tym celu użyjemy lematu z pracy
[20]. Zanim go sformułujemy musimy wprowadzić pewne oznaczenia. Niech
G,H będą grupami abelowymi oraz niech SA0(G,H) := H, SA1(G,H) :=
Hom(G,H) (to znaczy SA1(G,H) jest grupą homomorfizmów określonych
na G o wartościach w H). Niech dalej dla i ∈ N, i ≥ 2, SAi(G,H) będzie
grupą odwzorowań i–addytywnych i symetrycznych przekształcających Gi w
H. Weźmy P :=

{
(α, β) ∈ Hom(G,G)2 : α(G) ⊂ β(G)

}
oraz dla x ∈ G,

przyjmijmy xi := (x, . . . , x)︸ ︷︷ ︸
i

, i ∈ N.

Lemat 1. ([20]) Niech N,M,K ∈ N ∪ {0}, oraz niech I0, . . . , IM+K bę-
dą skończonymi podzbiorami P . Niech dalej grupa H będzie jednoznacznie
podzielna przez N !. Jeśli funkcje ϕi : G → SAi(G;H), i = 0, . . . , N oraz
ψi,(α,β) : G→ SAi(G;H) (α, β) ∈ Ii i = 0, . . . ,M +K spełniają równanie

ϕN(x)(yN) +
∑N−1

i=0 ϕi(x)(yi) =∑M
i=0

∑
(α,β)∈Ii ψi,(α,β)(α(x) + β(y))(yi)+∑M+K

i=M+1

∑
(α,β)∈Ii ψi,(α,β)(α(x) + β(y))(xi)

(19)

dla dowolnych x, y ∈ G, to ϕn jest funkcją wielomianową rzędu co najwyżej

M+K∑
i=0

card

(
M+K⋃
s=i

Is

)
− 1.
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Używając tego lematu w omawianej rozprawie udowodniliśmy, że funkcje
fj,i spełniające równanie (1) są wielomianowe.

Twierdzenie 3. Niech l oraz ki, i = 0, 1, . . . , l będą danymi liczbami natu-
ralnymi i niech

α1,i, . . . , αki,i, β1,i, . . . , βki,i ∈ R (20)

dla i ∈ {0, . . . , l}.
Załóżmy, że dla dowolnych x, y ∈ R funkcje fj,i : R→ R, i = 0, . . . , l; j =

1, . . . , ki spełniają równanie funkcyjne

l∑
i=0

(y − x)i[f1,i(α1,ix+ β1,iy) + · · ·+ fki,i(αki,ix+ βki,iy)] = 0. (1)

Niech dalej i0 ∈ {0, . . . , l} oraz j0 ∈ {1, . . . , ki0} będą takie, że

αj0,i0 + βj0,i0 6= 0, (21)

a Ji niech będzie dane wzorem

Ji :=
{

(αj,i, βj,i) : j ∈ {1, . . . , ki},
∣∣∣ αj0,i0

βj0,i0
αj,i βj,i

∣∣∣ = 0
}
.

Jeśli zachodzi warunek

Ji0 = {(αj0,i0 , βj0,i0)} oraz Ji = ∅ dla dowolnych i ∈ {i0 + 1, . . . , l}, (22)

to funkcja fj0,i0 jest wielomianowa rzędu co najwyżej

l∑
i=0

card

(
l⋃
s=i

(
{(α1,s, β1,s), . . . , (αks,s, βks,s)} \ Js

))
− 1.

Uwaga 3. Aby przedstawić przykład zastosowania Twierdzenia 3 zauważmy,
że jeśli funkcje F oraz f spełniają równanie

F (y)− F (x) = (y − x)

[
1

8
f(x) +

3

8
f

(
3x+ y

4

)
+

3

8
f

(
x+ 3y

4

)
+

1

8
f(y)

]
,

(23)
to f jest funkcją wielomianową rzędu co najwyżej

card

({
(1, 0),

(
1

4
,
3

4

)
, (0, 1)

}
∪ {(1, 0), (0, 1)}

)
+card

{
(1, 0),

(
1

4
,
3

4

)
, (0, 1)

}
− 1 = 5.
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Uwaga 4. Załóżmy, że funkcje F, f i g spełniają równanie

F (y)− F (x) = (y − x)[f(x) + af(αx+ βy) + f(y)] + (y − x)2[g(y)− g(x)],

które zostało rozwiązane w pracy [17]. Jeśli a 6= 0, to można pokazać, sto-
sując Twierdzenie 3, że f jest funkcją wielomianową rzędu co najwyżej 5.
Jednak nie można użyć tego twierdzenia aby wykazać wielomianowość funk-
cji g ponieważ w tym przypadku nie jest spełniony warunek (22).

Ciągłość rozwiązań równania (5) Rozważmy następujące równanie
funkcyjne

F (y)− F (x) = (y − x)

[
1

6
f(x) +

2

3
f

(
x+ y

2

)
+

1

6
f(y)

]
(9)

związane z (8). Wiele faktów dotyczących tego równania można znaleźć w
monografii [22] w przypadku funkcji określonych na R, w [14] dla odwzoro-
wań pierścienia całkowitego w siebie oraz w pracy [5] dla funkcji określonych
na przedziale. Równanie (9), podobnie jak (2) wymusza ciągłość rozwiązań
(zobacz na przykład [16]). Dokładniej, jeśli f i F spełniają (9), to f jest
wielomianem stopnia co najwyżej 3 a F jest funkcją pierwotną dla f. Jeśli
jednak rozważymy (częściowo) spexideryzowaną wersję (9)

F (y)− F (x) = (y − x)

[
f(x) + g

(
x+ y

2

)
+ f(y)

]
, (24)

to sytuacja wygląda odmiennie. Zacytujmy wynik z monografii [22] (Twier-
dzenie 3.8 strona 106)

Twierdzenie 4. Funkcje f, g, h, k : R→ R spełniają równanie funkcyjne

f(x)− g(y) = (x− y)[h(x+ y) + k(x) + k(y)] (25)

dla dowolnych x, y ∈ R wtedy i tylko wtedy, gdy

f(x) = 3ax4 + 2bx3 + cx2 + dx+ s
g(x) = 3ax4 + 2bx3 + cx2 + dx+ s
h(x) = ax3 + bx2 + A(x) + d− 2t
k(x) = 2ax3 + bx2 + cx− A(x) + t

gdzie A : R→ R jest funkcją addytywną oraz a, b, c, d, s, t ∈ R są dowolnymi
stałymi.
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Wyrażenie występujące po lewej stronie równania (25) jest nieco ogólniej-
sze niż w równaniu (24) jednak, podstawiając x = y, od razu otrzymujemy
równość f = g. W monografii [22] znajduje się również podobne twierdzenie
dotyczące rozwiązań równania, w którym zamiast wyrażenia k(x)+k(y) uży-
wa się dwóch różnych funkcji niewiadomych, jednak to ogólniejsze równanie
można łatwo rozwiązać przy użyciu Twierdzenia 4.

Zauważmy, że rozwiązania równań typu (25) czy (24) mają następujące
własności:

(i) funkcje występujące po lewej stronie są ciągłe, chociaż nie zakładaliśmy
żadnej ich regularności

(ii) nieciągłe składniki pozostałych funkcji redukują się po prawej stronie
(iii) składniki jednomianowe rzędów wyższych niż jeden są ciągłe.
Wszystkie te interesujące własności rozwiązań równania (25) zostaną wy-

jaśnione przez twierdzenie odnoszące się do ogólniejszego równania (12). Jed-
nak zanim przejdziemy do tego twierdzenia podamy lemat z którego, w szcze-
gólności, wynika, że jeśli funkcje wielomianowe spełniają równanie rozważanej
przez nas postaci, to ich jednomianowe składniki również spełniają to samo
równanie.

Lemat 2. Niech m, k ∈ N, α1, . . . , αk, β1, . . . , βk ∈ R będą stałymi. Załóżmy,
że funkcje F, fi : R→ R, są postaci

fi(x) := fm,i(x) + · · ·+ f1,i(x) + t0,i, i = 1, . . . , n (26)

i
F (x) := Fm+1(x) + · · ·+ F1(x) + T0, (27)

gdzie T0, t0,i ∈ R są pewnymi stałymi a funkcje Fj, fj,i, i = 1, . . . , n spełniają
równości

Fj(2x) = 2jFj(x), x ∈ R, j = 1, . . . ,m+ 1 (28)

i
fj,i(2x) = 2jfj,i(x), x ∈ R, (29)

i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.
Jeśli funkcje fi, i = 1, . . . , n oraz F spełniają równanie

F (y)− F (x) = (y − x)[f1(α1x+ β1y) + · · ·+ fn(αnx+ βny)], (5)

to dla dowolnego j ∈ {1, . . . ,m} funkcje Fj+1, fj,i, i = 1, . . . , n również
spełniają (5).

Uwaga 5. Dla uproszczenia wypowiedzi lematu ograniczyliśmy się tu do rów-
nania (5). Po uważnej analizie dowodu widać, że analogiczną własność mają
rozwiązania ogólniejszego równania (1).

10



Twierdzenie 5. Niech l oraz ki, i = 0, 1, . . . , l będą liczbami naturalnymi i
niech

α1,i, . . . , αki,i, β1,i, . . . , βki,i ∈ R, ai ∈ R \ {0}, (30)

dla i = 0, 1, . . . , l.
Załóżmy, że funkcje fj,i : R→ R spełniają równanie

F (y)−F (x) =
l∑

i=1

(y−x)i[a1,ifi(α1,ix+β1,iy)+· · ·+aki,ifi(αki,ix+βki,iy)] (31)

dla dowolnych x, y ∈ R oraz, że dla każdego i ∈ {1, . . . , l} istnieje takie
j ∈ {1, . . . , ki}, że

αj,i + βj,i 6= 0

przy czym ∣∣∣∣ αj,i βj,i
αm,n βm,n

∣∣∣∣ 6= 0 (32)

dla n ∈ {i + 1, . . . , l}, m ∈ {1, . . . , kn} i dla wszelkich par (m,n) postaci
(m, i) spełniających m 6= j.

Wówczas f1, . . . , fl są funkcjami wielomianowymi a F jest wielomianem.

Stosując Twierdzenie 5 do równania (5) otrzymujemy następujące twier-
dzenie.

Twierdzenie 6. Niech funkcje f1, . . . , fn : R → R będą funkcjami jedno-
mianowymi danego rzędu k oraz niech F będzie funkcją jednomianową rzędu
k + 1. Jeśli f1, . . . , fn, F spełniają (5) z pewnymi αi, βi ∈ R, i = 1, . . . , n,
oraz jeśli istnieje takie i ∈ {1, . . . , n}, że fi jest funkcją nieciągłą, to istnieją
funkcje jednomianowe rzędu k : g1, . . . , gn : R → R, nie wszystkie zerowe,
spełniające równanie

g1(α1x+ β1y) + · · ·+ gn(αnx+ βny) = 0. (33)

Jako, prawie natychmiastowy, wniosek z Twierdzenia 6 dostajemy główny
wynik pracy [16].

Twierdzenie 7. Niech f, F : R → R będą takimi funkcjami spełniającymi
równanie (4), z pewnymi a1, . . . , an, λ1, · · ·, λn ∈ R,

n∑
i=1

ai 6= 0, αi + βi = 1, i = 1, . . . , n

oraz ∣∣∣∣αi βi
αj βj

∣∣∣∣ 6= 0 dla i 6= j.

Wówczas f jest wielomianem stopnia co najwyżej 2n−1 a F jest wielomianem
stopnia co najwyżej 2n. Ponadto zachodzi równość F ′ = (

∑n
i=1 ai)f.
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Dowód Z Twierdzenia 3 wiemy, że f jest funkcją wielomianową; zapisz-
my ją w postaci

f(x) = fm(x) + · · ·+ f1(x) + c,

gdzie fi jest funkcją jednomianową rzędu i. Pokażemy, że fi są funkcjami
ciągłymi. Załóżmy, dla dowodu nie wprost, że istnieje i ∈ {1, . . . ,m}, dla
którego fi jest funkcją nieciągłą. Wówczas, korzystając z Twierdzenia 6, wie-
my, że równanie

a1g(α1x+ β1y) + · · ·+ ang(αnx+ βny) = 0

ma niezerowe rozwiązanie g rzędu i. Jednakże, biorąc tu x = y, dostajemy

(a1 + · · ·+ an)g(x) = 0

to znaczy g = 0. Otrzymana sprzeczność pokazuje, że rozwiązania f rów-
nania (4) muszą być ciągłe Dysponując ciągłością f łatwo wykazać zarówno
różniczkowalność funkcji F jak i równość F ′ = (

∑n
i=1 ai)f. �

Pokażemy teraz, że z Twierdzenia 5 można otrzymać pozytywną odpo-
wiedź na problem stawiany ustnie przez M. Sablika podczas konferencji z
serii DKWS.

Wniosek 1. Załóżmy, że funkcje F, fi i = 1, . . . , n spełniają (5) z pewnymi
αi, βi, i = 1 . . . , n takimi, że

αi + βi 6= 0, i = 1, . . . , n

oraz ∣∣∣∣αi βi
αj βj

∣∣∣∣ 6= 0, dla i 6= j.

Wówczas jeśli przynajmniej jedna z funkcji fi jest nieciągła, to równanie (33)
ma rozwiązanie nieciągłe.

Dowód Z Twierdzenia 3 wiemy, że fi są funkcjami wielomianowymi.
Niech fi0 będzie funkcją nieciągłą. Wtedy fi0 ma nieciągły składnik jedno-
mianowy pewnego rzędu j0. Z Lematu 2 wynika, że składniki jednomianowe
funkcji fi rzędu j0, wspólnie ze składnikiem F rzędu j0+1, spełniają równanie
(4). Możemy więc użyć Twierdzenia 6, które orzeka, że (33) ma rozwiązanie
nieciągłe. �

Można więc powiedzieć, że sytuacja równania (25) nie jest wyjątkowa. W
dowolnym równaniu postaci (5) nieciągłe części rozwiązań redukują się po
prawej stronie równania.
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Uwaga 6. W Twierdzeniu 3.11 omawianej rozprawy pokazujemy, że prezen-
towane przez nas metody mogą być użyte nie tylko do dowodzenia ciągłości
rozwiązań, ale też do rozwiązywania równań, w tym równań z rozwiązania-
mi nieciągłymi. Co więcej, po dokładnej analizie dowodu tego twierdzenia
widać, że rozwiązywanie tego typu równań układa się w pewnego rodzaju
algorytm. Wydaje się więc, że można użyć programów komputerowych do
obliczeń symbolicznych do rozwiązywania równań tej postaci w podobnym
duchu jak było to wykonane w pracy [6] w odniesieniu do równania

n+1∑
i=1

fi(pix+ qiy) = 0.

W następnym twierdzeniu przedstawiamy rozwiązanie ogólne równania
(4) z wymiernymi współczynnikami αi, βi. Przyjmujemy tutaj, że 00 = 1.

Twierdzenie 8. Niech f, F : R → R będą funkcjami jednomianowymi rzę-
dów, odpowiednio, k oraz k + 1, spełniającymi równanie

F (y)− F (x) = (y − x)[a1f(α1x+ β1y) + · · ·+ anf(αnx+ βny)]. (4)

Niech dalej
f(x) = A(x, . . . , x), x ∈ R,

dla pewnej funkcji k−addytywnej i symetrycznej A : R→ R oraz niech αi, βi
spełniają równości

A(αix1, x2, . . . , xk) = αiA(x1, . . . , xk),

A(βix1, x2, . . . , xk) = βiA(x1, . . . , xk),
(34)

dla i = 1, . . . , n. Jeśli funkcja f jest nieciągła, to
n∑
i=1

aiα
k
i =

n∑
i=1

aiα
k−1
i βi = · · · =

n∑
i=1

aiβ
k
i = 0. (35)

Z drugiej strony, jeśli równanie (35) jest spełnione, to dowolna funkcja jed-
nomianowa f rzędu k jest rozwiązaniem (4) (z F = const).

Jeśli f jest funkcją ciągłą i f 6= 0, to dla dowolnych l,m ∈ {0, . . . , k}
mamy (

n

l

) n∑
i=1

aiα
k−l
i βli =

(
n

m

) n∑
i=1

aiα
k−m
i βmi . (36)

Na odwrót, jeśli zachodzi równośc (36), to dowolny jednomian f stopnia
k wraz z funkcją F daną wzorem

F (x) = x[a1f(α1x) + · · ·+ anf(αnx)] + c, (37)

gdzie c ∈ R jest dowolną stałą, jest rozwiązaniem (4).
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Uwaga 7. Zauważyliśmy, że Twierdzenie 8 podaje postać rozwiązania ogólne-
go równania (4) w przypadku wag wymiernych. Jest tak, gdyż Twierdzenie
3 mówi, że rozwiązania (4) są funkcjami wielomianowymi. Z Twierdzenia
2 wiemy, że ich jednomianowe składniki spełniają to samo równanie, zaś
Twierdzenie 8 odpowiada na pytanie czy (w zależności od rzędu) mogą być
to dowolne funkcje jednomianowe, czy funkcje te muszą być ciągłe i czy się
zerują.

Uwaga 8. Jeśli a1, . . . , an ∈ R spełniają a1 + · · · + an 6= 0, to można użyć
Twierdzenia 8 do rozwiązania równania funkcyjnego

F (y)−F (x) = (y−x)[a1f(α1x+(1−α1)y)+· · ·+anf(αnx+(1−αn)y)] (38)

również w przypadku, gdy αi nie są liczbami wymiernymi.
Istotnie, najpierw przy pomocy Twierdzenia 3 stwierdzamy, że f jest

funkcją wielomianową, następnie, z Twierdzenia 7 otrzymujemy ciągłość funk-
cji f . Pozwala to użyć Twierdzenia 8 (równości (34) są spełnione).

Uwaga 9. W przypadku, gdy a1 + · · · + an = 0 można sprowadzić (4) do, o
wiele prostszego, równania

a1f(α1x+ β1y) + · · ·+ anf(αnx+ βny) = 0. (39)

Dokładniej, pokażemy, że jeśli funkcje jednomianowe F i f rzędów odpowied-
nio p i p+ 1 spełniają (4) z takimi a1, αi, βi, że

αi + βi = 1, i = 1, . . . , n i a1 + · · ·+ an = 0, (40)

to F = 0 a f spełnia (39). Istotnie, z Twierdzenia 5 otrzymujemy F (x) =
cxp+1, x ∈ R, dla pewnego c ∈ R. Używając tej postaci funkcji F w (4),
dostajemy

c(yp−1x+ · · ·+ xyp−1) = [a1f(α1x+ β1y) + · · ·+ anf(αnx+ βny)].

Biorąc tu x = y (w rozprawie pokazano, że nie popełniamy w ten sposób
błędu) i korzystając z założenia a1 + · · ·+an = 0, widzimy, że c = 0. Oznacza
to, że f spełnia (39).

Znane są wyniki dotyczące rozwiązań równania (39) w przypadku (40)
(zobacz na przykład [12, 29, 30]), więc równanie (4) można uważać za roz-
wiązane, gdy

αi + βi = 1, i = 1, . . . , n.

Co więcej, jeśli liczby αi + βi są wymierne (niekoniecznie równe jeden)
to równanie (4) także można rozwiązać w podobny sposób. Trzeba jedynie
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zastąpić przypadki: a1 + · · · + an = 0 i a1 + · · · + an 6= 0 innymi - bardziej
skomplikowanymi i zależnymi od rzędu funkcji jednomianowej, którą badamy.

Tak więc jedyny przypadek, w którym rozwiązania równania (4) nie są
znane jest sytuacja, gdy αi + βi 6∈ Q. Jednak w tym przypadku pewne obie-
cujące wyniki zostały otrzymane w nieopublikowanej jeszcze pracy G. Kissa
[13](w załączeniu).

Ciągłość funkcji spełniających równania związane z regułami
Hermite’a i Birkhoffa

Ponieważ równania

F (y)−F (x) = (y−x)[a1f(α1x+β1y)+· · ·+anf(αnx+βny)]+(y−x)2[g(y)−g(x)]
(41)

oraz

F (y)− F (x) =

(y − x) [a1f(x) + b1f(α1x+ β1y) + · · ·+ bnf(αnx+ βny) + a1f(y)] +

(y − x)3[c1g(α1x+ β1y) + · · ·+ cng(αnx+ βny)],

(42)

są szczególnymi przypadkami równania (1) więc, korzystając z Twierdzenia 3,
można pokazać, że (pod pewnymi założeniami) ich rozwiązania są funkcjami
wielomianowymi. Mówią o tym, odpowiednio Lemat 3.22 i Stwierdzenie 3.30
omawianej rozprawy. Potrzebne są w tym celu dosyć rozbudowane, techniczne
założenia więc dokładne wypowiedzi tych faktów pominiemy.

Dalej, jak już wspomnieliśmy można pokazać, że jeśli funkcje wielomia-
nowe F, f i g spełniają na przykład równanie (41), to ich jednomianowe
składniki rzędów odpowiednio k, k − 1, k − 2 również są rozwiązaniami te-
go równania. Pozwala to, podobnie jak było to w przypadku równania (4),
ograniczyć nasze rozważania do funkcji jednomianowych. Sytuacja wyglą-
da analogicznie również w przypadku równania (42). Omówimy więc teraz
twierdzenia dotyczące ciągłości rozwiązań tych równań.

W rozprawie pokazano (Twierdzenie 3.26), że jeśli funkcje F, f i g speł-
niają (41), to funkcja F musi być ciągła (a więc w istocie jest wielomianem).
Ponadto, z Twierdzenia 3.27 wynika, że jeśli αi + βi = 1, i = 1, . . . , n oraz
a1 + · · · + an 6= 0 to również funkcje f i g muszą byc ciągłe. Równania
pochodzące bezpośrednio do reguły kwadraturowej Hermite’a spełniają te
założenia więc , korzystając z tych Twierdzeń można je w pełnej ogólności
rozwiązać.

Dalej, Twierdzenie 3.34 zawiera podobne wyniki w odniesieniu do równa-
nia (42)
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Równania funkcyjne związane z różniczkowaniem numerycznym
W tej części omówimy równania związane ze wzorami postaci

f (k)(αx+ βy)(y − x)k ≈ a1f(α1x+ β1y) + · · ·+ anf(αnx+ βny), (43)

wykorzystywanymi do przybliżania wartości pochodnej. Rozważymy więc
równanie funkcyjne

g(αx+ βy)(y − x)k = a1f(α1x+ β1y) + · · ·+ anf(αnx+ βny). (14)

Podobnie jak miało to miejsce w przypadku reguł kwadraturowych wzór
występujący w (43) jest spełniony dokładnie przez wielomiany pewnego stop-
nia zależnego of postaci szczególnych przypadków równania (43).

Wielomianowość funkcji spełniających (14)
Korzystając z Twierdzenia 3, można pokazać (pod podobnymi założenia-

mi jak dla równania (12)), że jeśli f i g spełniają (14), to f jest funkcją
wielomianową rzędu co najwyżej

n+ 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
k

−1 = n+ k

oraz g jest funkcją wielomianową rzędu co najwyżej n. Również podobnie jak
poprzednio, głównym problemem jakim musimy się zająć jest problem cią-
głości rozwiązań równania (14). Zaczniemy jednak od odpowiednika Lematu
2

Lemat 3. Niech f, g : R → R będą funkcjami wielomianowymi spełniający-
mi równanie (14), z pewnymi liczbami α, β, α1, β1, . . . , αn, βn. Wówczas ich
składniki jednomianowe gi oraz fi+k rzędów odpowiednio i oraz i+ k również
spełniają to równanie.

W następnym twierdzeniu pokazujemy, że rozwiązania równania (14), pod
pewnymi założeniami, są ciągłe. Niestety wynik ten nie jest tak satysfakcjo-
nujący jak Twierdzenie 5.

Twierdzenie 9. Niech funkcje f, g : R→ R spełniają równanie (14). Niech
dalej p będzie liczbą naturalną, g będzie funkcją wielomianową rzędu p, f
będzie funkcją wielomianową rzędu p+ k oraz niech liczby α, β ∈ Q; αi, βi ∈
Q, i = 1, . . . , n; ai ∈ R, i = 1, . . . , n spełniają:

a1α
p+k
1 + · · ·+ anα

p+k
n 6= 0,

a1β
p+k
1 + · · ·+ anβ

p+k
n 6= 0.

(44)
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Jeśli dokładnie jedna z liczb α, β jest równa zero, to funkcje f i g są
zerowe.

Jeśli α, β 6= 0, to

(−1)kαp

a1α
p+k
1 + · · ·+ anα

p+k
n

=
βp

a1β
p+k
1 + · · ·+ anβ

p+k
n

. (45)

Niech

ap :=
(−1)kαp

a1α
p+k
1 + · · ·+ anα

p+k
n

. (46)

Jeżeli spełnione są następujące warunki:

ap

[
a1α1β

p+k−1
1 + · · ·+ anαnβ

p+k−1
n

]
6= αβp−1,

ap

[
a1α

2
1β

p+k−2
1 + · · ·+ anα

2
nβ

p+k−2
n

]
6= α2βp−2,

...

ap
[
a1α

p−1
1 βk+1

1 + · · ·+ a1α
p−1
n βk+1

n

]
6= αp−1β,

ap
[
a1α

p
1β

k
1 + · · ·+ anα

p
nβ

k
n

]
6= αp,

(47)

to funkcje f i g są ciągłe.

Zauważmy, że używając Twierdzenia 9, można z łatwością rozwiązywać
konkretne równania typu (14).

Wniosek 2. Funkcje f, g : R→ R spełniają równanie

3g

(
x+ y

2

)
(y − x) = f(x)− 8f

(
3x+ y

4

)
+ 8f

(
x+ 3y

4

)
− f(y)

wtedy i tylko wtedy, gdy

f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d

oraz
g(x) = 3ax2 + 2bx+ c.

Istotnie, do wykazania tego wniosku wystarczy użyć Twierdzenia 3, aby
otrzymać wielomianowość rozwiązań, później Lematu 3, który pozwala ogra-
niczyć rozważania do funkcji jednomianowych i ostatecznie sprawdzić, że
zachodzą warunki (47).
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Uwaga 10. Łatwo zauważyć, że równanie

1

4
g

(
x+ y

2

)
(y − x)2 = f(x)− 2f

(
x+ y

2

)
+ f(y)

ma rozwiązania nieciągłe. Oznacza to, że założenie (44) w Twierdzeniu 9 jest
istotne. Problem istotności warunków (47) pozostaje otwarty.

Równania funkcyjne związane z ilorazami różnicowymi
Pokażemy teraz, że nasze wyniki (motywowane analizą numeryczną) mo-

gą być użyte do otrzymania rozwiązań dobrze znanej klasy równań funkcyj-
nych. W tym celu wprowadzimy rekurencyjną definicję ilorazów różnicowych
wyższych rzędów. Niech

f [x1] := f(x1)

oraz

f [x1, . . . , xp] :=
f [x2, . . . , xp]− f [x1, . . . , xp−1]

x1 − xn
.

Mamy oczywiście:

f [x1, x2] =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
oraz

f [x1, x2, x3] =
(x3 − x2)f(x1) + (x1 − x3)f(x2) + (x2 − x1)f(x3)

(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1)
.

Będziemy także używali następującego wzoru wyrażającego jawną postać
ilorazu różnicowego n−tego rzędu (zobacz na przykład [22]).

Twierdzenie 10. Dla dowolnego n naturalnego iloraz różnicowy n−tego rzę-
du wyraża sie wzorem

f [x1, . . . , xn] =
n∑
j=1

f(xj)∏n
k=1,k 6=j(xj − xk)

.

Następny lemat można znaleźć na przykład w monografii [19].

Lemat 4. Niech x1, . . . , xn ∈ R będą liczbami postaci

xi = x1 + (i− 1)d, i = 1, . . . , n,

dla pewnego d ∈ R. Wówczas spełniona jest równość

f [x1, . . . , xn] =
∆n−1
d f(x1)

(n− 1)!dn−1
. (48)
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Używając tego pojęcia, równanie Aczéla można zapisać następująco

g(x+ y) = f [x, y]. (49)

Dlatego, jako naturalne uogólnienia równania (49), D.F. Bailey w pracy [2]
rozważał równanie

g(x+ y + z) = f [x, y, z],

które rozwiązał pod założeniem różniczkowalności funkcji g. Bailey zadał
również pytanie o postać rozwiązań ogólniejszego równania

g(x1 + · · ·+ xn) = f [x1, . . . , xn]. (50)

Znane jest twierdzenie o wartości średniej dla ilorazów różnicowych dowol-
nego rzędu (zobacz na przykład [22]).

Twierdzenie 11. Niech f : [a, b]→ R będzie funkcją klasy Cn i niech x0, x1,
. . . , xn ∈ [a, b]. Istnieje wówczas taki punkt η z przedziału

[min{x0, x1, . . . , xn},max{x0, x1, . . . , xn}],

że

f [x0, x1, . . . , xn] =
f (n)(η)

n!
.

W tej samej monografii można znaleźć również następujące twierdzenie.

Twierdzenie 12. Jeśli dla pewnego l mamy f(x) = xl, to

f [x1, . . . , xn] =


0 gdy l < n− 1,
1 gdy l = n− 1,

x1 + · · ·+ xn gdy l = n

dla dowolnego n.

Uwaga 11. Twierdzenie 11 orzeka, że iloraz f [x0, x1, . . . , xn] jest równy war-
tości n−tej pochodnej funkcji f w pewnym punkcie. Dalej, z Twierdzenia 12
wiemy, że dla jednomianów punkt ten jest średnią arytmetyczną x1, . . . , xn.
Oznacza to, że równanie (50) ma nietrywialne rozwiązanie i warto zastanowić
się, czy ma ono inne rozwiązania.

Równanie (50) zostało rozwiązane przez Pl. Kannappana i P.K. Sahoo w
pracy [11]. Autorzy późniejszych prac zajmowali się równaniem (50) na ogól-
niejszych strukturach niż R. W pracach [3] i [26] równanie to było rozważane
na ciele o charakterystyce różnej od 2, a w pracy [4] został (po odpowiedniej
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modyfikacji równania) rozważony przypadek funkcji określonych na pierście-
niu całkowitym. Warto również wspomnieć, że w pracy [9] spexideryzowana
wersja (50) została rozwiązana w ciele o charakterystyce różnej od dwóch,
zawierającym pewną liczbę różnych punktów. Dla przykładu zacytujemy tu
twierdzenie dla funkcji określonych na R.

Twierdzenie 13. ([22], Theorem 2.8) Niech f, g : R → R będą funkcjami
spełniającymi równanie (50) dla wszystkich parami różnych x1, . . . , xn ∈ R.
Wówczas g jest wielomianem stopnia co najwyżej n, a funkcja f jest wielo-
mianem stopnia pierwszego.

W następnym stwierdzeniu odnotujemy związek pomiędzy równaniem
(50) a pewnym równaniem postaci (14).

Stwierdzenie 1. Jeśli funkcje f, g : R → R spełniają równanie (50), to
spełniają również równanie

(n− 1)!

(n− 1)n−1
g

(
n(x+ y)

2

)
(y − x)n−1 = ∆n−1

y−x
n−1

f(x). (51)

Istotnie, załóżmy, że funkcje f i g spełniają (50) i weźmy

xi := x+ (i− 1)
y − x
n− 1

, i = 1, . . . , n.

Wóczas, z Lematu 4, dostajemy

f [x1, . . . , xn] =
∆n−1

y−x
n−1

f(x)

(n− 1)!
(
y−x
n−1

)n−1 .
Z drugiej strony

x1 + · · ·+ xn = x+ x+
y − x
n− 1

+ · · ·+ x+ (n− 1)
y − x
n− 1

=
n(x+ y)

2

co znaczy, że otrzymaliśmy równanie (51).
Używając podobnego rozumowania jak we Wniosku 2 w omawianej roz-

prawie otrzymano następujące twierdzenie.

Twierdzenie 14. Funkcje f, g : R → R spełniają równanie (51) wtedy i
tylko wtedy, gdy

f(x) = axn + bxn−1 + fn−2(x) + · · ·+ f1(x) + c

i
g(x) = ax+ b,

gdzie fi, i = 1, . . . , n−2 są funkcjami jednomianowymi rzędu i oraz a, b, c ∈ R
sa pewnymi stałymi.
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Korzystając z tego twierdzenia można otrzymać wynik, wzmacniający
Twierdzenie 13.

Twierdzenie 15. Jeśli funkcje f, g : R → R spełniają równanie (50) dla
dowolnych x1, . . . , xn ∈ R takich, że różnica xi+1 − xi nie zależy od i =
1, . . . , n−1 oraz dla dowolnych x1, . . . , xn ∈ R postaci c1, c2, . . . , cn−1, x gdzie
ci, dla i = 1, . . . , n są pewnymi, parami różnymi stałymi, to

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

i
g(x) = anx+ an−1

dla pewnych ai ∈ R, i = 0, . . . , n.
Na odwrót, funkcje f, g dane powyższymi wzorami spełniają (50) dla do-

wolnych x1, . . . , xn ∈ R.

Udowodniliśmy w tym twierdzeniu, że równanie zachowuje swoje rozwią-
zania jeśli założymy, że jest spełnione nie dla wszystkich x1, . . . , xn ale jedynie
na pewnym podzbiorze Rn. W rzeczywistości, w twierdzeniu tym wyznaczy-
liśmy minimalny zbiór o takich własnościach.

Nowa metoda wykazywania wielomianowości rozwiązań równa-
nia (5)

Zaprezentujemy teraz prostą obserwację, której można użyć do wykazania
iż rozwiązania równań typu kwadraturowego są funkcjami wielomianowymi.

Metoda ta nie jest tak uniwersalna jak Twierdzenie 3, jednak jest kilka
powodów, dla których o niej wspominamy. Po pierwsze stanowiła ona inspi-
rację pewnego uogólnienia równania Aczéla (2), które to uogólnienie później
omówimy. Dalej, w niektórych przypadkach okazuje się, że otrzymany w taki
sposób rząd funkcji wielomianowej jest niższy niż ten który został wyznaczo-
ny przy użyciu lematu Sablika (Lemat 1) oraz, że metodę tę można stosować
dla funkcji określonych na przedziale. Ostatecznie, metoda ta (po odpowied-
nich modyfikacjach) może być zastosowana do otrzymania wyników typu
stabilnościowego

Podejście to, w skrócie, polega na eliminacji (przez odpowiednie podsta-
wienia) z równania (5) lub (4) funkcji F. W omawianej rozprawie znajduje
się, na przykład, następujące stwierdzenie.

Stwierdzenie 2. Jeśli funkcje f, F : R→ R spełniają równanie

F (y)− F (x) = (y − x) [a1f(α1x+ β1y) + · · ·+ anf(αnx+ βny)] , (4)
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to f spełnia

a1f((α1 + β1)x+ β1h) + · · ·+ anf((αn + βn)x+ βnh)+

a1f((α1 + β1)x+ (α1 + 2β1)h) + · · ·+ anf((αn + βn)x+ (αn + 2βn)h)

= 2 [a1f((α1 + β1)x+ 2β1h) + · · ·+ anf((αn + βn)x+ 2βnh)] ,

(52)

dla dowolnych x, h ∈ R.

Stwierdzenie to (które ma zaskakująco prosty dowód - zobacz strony 48-
49 rozprawy) łącznie z twierdzeniem Székelyhidiego (Twierdzenie 2) pozwala
stwierdzić, że funkcje spełniające (4) muszą być wielomianowe. Co więcej
znane są wersje twierdzenia Székelyhidiego dla odwzorowań określonych na
przedziale (zobacz [27]). Oznacza to, że takie podejście jest, w pewnym sensie,
ogólniejsze niż metoda oparta na wykorzystaniu lematu Sablika (Lemat 1).
Oczywiście można go użyć jedynie do wyznaczania rozwiązań równania (4)
lub (5).

Twierdzenie 16. Niech (G, ◦), (H,+) będą półgrupami, (S, ∗) niech będzie
półgrupą abelową. oraz niech F : S → G, f : S → G,ϕ : S → H,T : G×H →
G będą takimi funkcjami, że

ϕ(x ∗ y) = ϕ(x) + ϕ(y) (53)

oraz wartości funkcji F, ϕ są odwracalne wzgledem działań odpowiednio ◦ i
+.

Jeśli jest spełnione równanie

F (x) ◦ F (y)−1 = T (f(x ∗ y), ϕ(y)− ϕ(x)), (54)

to f, ϕ i T spełniają

T (f(x2 ∗ h2, 2ϕ(h))2 = T (f(x2 ∗ h, ϕ(h)) ◦ T (x2 ∗ h3, ϕ(h))

Twierdzenia tego można użyć do nowego (krótkiego) dowodu twierdzenia
wyznaczającego rozwiązania równania Aczéla (zobacz Corollary 5.2 rozpra-
wy) , jednak, co bardziej interesujące, pozwala ono rozwiązywać następujące
równania:

F (x)− F (y) = (log x− log y)f(xy),

F (x)

F (y)
= f(x+ y)x−y,
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i
F (x)

F (y)
= f(xy)log x−log y

które można nazwać, odpowiednio, logarytmiczną, eksponencjalną i multy-
plikatywną wersją równania Aczéla.

Jest widoczne, że bardziej skomplikowane równania motywowane reguła-
mi kwadraturowymi również można modyfikować w podobny sposób.

Ponadto używając tej samej metody, która posłużyła do dowodów Stwier-
dzenia 2 i Twierdzenia 16 można udowodnić następujące twierdzenie, które
można nazwać pierwszym krokiem do wykazania stabilności równań typu (4).

Stwierdzenie 3. Jeśli funkcje F, f : R→ R spelniają równanie∣∣∣∣F (y)− F (x)− (y − x)
[
f1(α1x+ β1y) + · · ·+ fn(αnx+ βny)

]∣∣∣∣ ≤ ε, (55)

to f spełnia nierówność∣∣∣∣h[f1((α1 + β1)x+ β1h) + · · ·+ fn((αn + βn)x+ βnh)+

f1((α1 + β1)x+ (α1 + 2β1)h) + · · ·+ fn((αn + βn)x+ (αn + 2βn)h)−

2[f1((α1 + β1)x+ 2β1h) + · · ·+ fn((αn + βn)x+ 2βnh)]
]∣∣∣∣ ≤ ε

(56)

Ponadto w rozprawie znajduje się kilka problemów otwartych. Jak już
wspomnieliśmy jeden z nich znalazł częściowe rozwiązanie w nieopublikowa-
nej jeszcze pracy [13].
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[14] B.Koclȩga-Kulpa, T. Szostok, On some functional equations connected
to Hadamard inequalities, Aequationes Math., 75, 1-2, 2008, 119–129,
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[18] B. Koclȩga-Kulpa,T. Szostok, Sz. Wa̧sowicz, On functional equations
connected with quadrature rules, Tatra Mt. Math. Publ., 2009, 27–40

[19] M. Kuczma, An introduction to the theory of functional equations and in-
equalities. Cauchy’s equation and Jensen’s inequality, 2nd edition 2009,
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5. Pozostałe osiągnięcia naukowo-badawcze

(a) Wykaz opublikowanych prac naukowych nie wchodzących w skład
osiągnięcia wymienionego w punkcie 4
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(b) Omówienie tematyki prac ujętych w punkcie 5(a)

Pozostały mój dorobek można podzielić na kilka grup. Pierwszą grupę
stanowią prace [Sz1, Sz15]. W pracach tych rozważa się wzmocnioną nierów-
ność Jensena

f

(
x+ y

2

)
≤ γ[f(x) + f(y)], x, y > 0, x ≤ ay (57)

gdzie a ∈ (0, 1), γ ∈
(
0, 1

2

)
są pewnymi stałymi. Nierówność (57) jest używa-

na w teorii przestrzeni Orlicza i jeśli funkcja Orlicza spełnia tę nierówność, to
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przestrzeń Orlicza związana z tą funkcją ma pewne pożądane własności geo-
metryczne na przykład takie jak jednostajna wypukłość. Główne twierdzenie
pracy [Sz1] mówi, że jeśli funkcja f(0,∞)→ (0,∞) spełnia nierówność (57)
oraz limx→0 f(x) = 0, to istnieją stałe b, c > 0 oraz d > 1 takie, że

f(x) ≤ cxd, x ∈ (b,∞).

Oznacza to, że rozwiązania nierówności można oszacować przez funkcje po-
tęgowe, które spełniają równanie

f(x+ ax) = γ(a)[f(x) + f(ax)]. (58)

Równanie to również zostało rozwiązane w pracy [Sz1]. Praca [Sz15] także jest
poświęcona nierówności (57). W pracy tej wykorzystano rodzinę Beckenbacha
typu

{ω(x+ α) + b : a, β ∈ R}
gdzię ω jest funkcją spełniającą pewne warunki. Używając tej rodziny można
rozważać pojęcie wypukłości, która w pracy [Sz15] nazywana jest ω−wypu-
kłością. Głownym wynikiem pracy [Sz15] jest następujące twierdzenie, które
wiąże nierówność (57) z ω−wypukłościa dla funkcji ω(x) = |x|c.

Twierdzenie 17. Niech ϕ : R→ R+ będzie funkcją Orlicza. Niech d będzie
liczbą większą od zera, niech c > 2 a zbiór Ad będzie zdefiniowany następująco

Ad := {x ∈ R : ϕ(x) ≤ dxc}.

Jeśli funkcja ϕ|[0,∞) jest |x|c−wypukła, to istnieje taka funkcja γ : (0, 1) →
(0, 1/2), że nierówność

f

(
x+ y

2

)
≤ γ(a)[f(x) + f(y)]

jest spełniona dla wszelkich a ∈ (0, 1) i x, y ∈ Ad takich, że x ≤ ay.

Prace [Sz2, Sz3, Sz4] poświęcone są badaniom związków warunkowych
równań funkcyjnych z równaniami motywowanymi nierównościami używany-
mi w przestrzeniach Orlicza. Równanie (58) (dla x, y > 0) można zapisać w
postaci

f(x+ y) = γ

(
x

y

)
[f(x) + f(y)]. (59)

Łatwo widać, że funkcja f spełnia (59) (z pewną funkcją γ) wtedy i tylko
wtedy, gdy spełnia

f(x+ y) = γ

(
|x− y|
|x+ y|

)
[f(x) + f(y)] (60)
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oczywiście na ogół z inną funkcją γ. Jednak równanie (60) można rozwa-
żać dla funkcji określonych na przestrzeniach unormowanych (po zastąpieniu
wartości bezwzględnej przez normę). W pracy [Sz2] udowodniono następujące
twierdzenie.

Twierdzenie 18. Niech X będzie przestrzenią unitarną. Wówczas funkcja
f : X → R spełnia równanie

f

(
x+ y

2

)
= γ

(
‖x− y‖
‖x+ y‖

)
[f(x) + f(y)], (61)

wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z warunków:
γ(α) = 1

2
, dla α ≥ 0 oraz

f(x) = b(x) + c, x ∈ X,

dla pewnych funkcji addytywnej b : X → R i stałej rzeczywistej c,
lub
γ(α) = 1

2(1+α2)
, dla α ≥ 0 oraz

f(x) = k‖x‖2, x ∈ X,

dla pewnej stałej k ∈ R.
Twierdzenie to oznacza, że istnieje związek pomiędzy równaniami moty-

wowanymi własnościami funkcji Orlicza a ortogonalną addytywnością. Do-
kładniej, ciągłe rozwiązania ortogonalnego równania Cauchy’ego można wy-
razić jako sumę dwóch rozwiązań równania (61). Oczywiście występujące w
rozwiązaniach równania (5) stałe pojawiają się tam gdyż rozważamy równa-
nie Jensena zamiast równania Cauchy’ego.

Dalej, z równania (61), w szczególności, można otrzymać następujące,
dobrze znane, warunkowe równanie funkcyjne

‖x+ y‖ = ‖x− y‖ ⇒ f

(
x+ y

2

)
= γ(1)[f(x) + f(y)].

Dlatego naturalne jest pytanie o inne przypadki szczególne równania, które
dają nam równanie spełnione dla wektorów o pewnym, ustalonym ilorazie
przekątnych (niekoniecznie równym 1). Równanie takie badano w pracy [Sz3].
Zacytujemy najważniejszy wynik pochodzący z tej pracy.

Twierdzenie 19. Niech X będzie rzeczywistą przestrzenią unormowaną wy-
miaru co najmniej 2 i niech L będzie daną przestrzenią liniową. Wówczas
nieparzysta funkcja f : X → L spełniająca warunek:

[ ‖x− y‖ = α‖x+ y‖ lub ‖x+ y‖ = α‖x− y‖ ]⇒ f(x+ y) = γ[f(x) + f(y)]

z pewnym α ∈
(√

5−1
2
, 1
)

i γ ∈ R \ {0}, jest funkcją addytywną.
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Iloraz ‖x−y‖‖x+y‖ jest ściśle powiązany z prostopadłością Jamesa. Dokładniej,
x, y są wektorami ortogonalnymi w sensie Jamesa wtedy i tylko wtedy, gdy
‖x−y‖
‖x+y‖ = 1. W pracach [Sz5, Sz19] zajmujemy się konstrukcją i własnościami
wyrażenia odgrywającego podobną rolę dla prostopadłości Birkhoffa-Jamesa.
Przypomnijmy, że jeśli X jest przestrzenią unormowaną, to dla x, y ∈ X
mówimy, że y jest prostopadły do x w sensie Birkhoffa-Jamesa (i piszemy
x⊥BJy) wtedy i tylko wtedy, gdy

‖x+ λy‖ ≥ ‖x‖ dla λ ∈ R.

Niech więc (X, ‖·‖) będzie rzeczywistą przestrzenią unormowana. Funkcję
s : X ×X → R definiujemy następującym wzorem

s(x, y) :=

{
infλ∈R

‖x+λy‖
‖x‖ if x 6= 0

1 if x = 0.

Związek funkcji s z prostopadłością Birkhoffa-Jamesa podaje relacja

s(x, y) = 1⇔ x⊥BJy.

Jednak funkcja s przyjmuje poza jedynką wszystkie inne wartości z przedziału
[0, 1]. W pewnym sensie można więc powiedzieć, że mierzy ona kąt pomiędzy
wektorami x i y. Używając funkcji s można rozważać równania podobne
do (57), ale związane nie z prostopadłością Jamesa, tylko Birkhoffa-Jamesa.
Takie równania zostały (między innymi) rozważone w pracy [Sz4].

Z drugiej strony, prace [Sz5, Sz19] poświęcone są badaniu własności sa-
mej funkcji s. Łatwo pokazać, że jeśli X jest przestrzenia euklidesową, to
s(x, y) jest równe wartości bezwzględnej sinusa kąta między wektorami x i
y. Następnie, opierając się na funkcji s, zdefiniowano nową funkcję której
dziedziną jest R, i którą można nazwać ugólnieniem funkcji sinus na dowolną
przestrzeń unormowaną. Przy użyciu tej funkcji również można charaktery-
zować przestrzenie unitarne, ale okazuje się, że także takie, geometryczne,
własności jak ścisła wypukłość czy gładkość przestrzeni unormowanych mają
związek z własnościami tej nowej funkcji.

W pracy [Sz4] rozważone zostało następujące równanie Ptolemeusza

‖x+ y‖ = ‖x− y‖ ⇒ f(x)2 + f(y)2 = f(x+ y)f(x− y) (62)

i jego zmodyfikowana (bezwarunkowa) wersja

f(x+ y)f(x− y) = γ

(
‖x− y‖
‖x+ y‖

)
[f(x)2 + f(y)2]. (63)
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Równanie (62) zostało w tej pracy rozwiązane i w rezultacie otrzymano no-
wą charakteryzację przestrzeni unitarnych. Ponadto równanie (63) zostało
rozwiązane dla funkcji określonych na R.

Prace [Sz6, Sz7] poświęcone są problemowi zachowywania trójkątów rów-
nobocznych. Załóżmy, że (X, d) jest przestrzenią metryczną a funkcja f :
X → X spełnia warunek

d(x, y) = d(y, z) = d(x, z)⇒ d(f(x), f(y)) = d(f(y), f(z)) = d(f(x), f(z)).

Powstaje naturalne pytanie czy f musi być podobieństwem. Prace [Sz6, Sz7]
udzielają twierdzącej odpowiedzi na to pytanie w przypadkach, gdy X jest
przestrzenią euklidesową oraz gdy jest przestrzenią unormowaną wymiaru co
najmniej 3.

Prace [Sz16, Sz20] dotyczą równania związanego z rozdzielnością implika-
cji rozmytych. Dokładniej, w niedawno opublikowanych pracach dotyczących
tego typu zagadnień pojawiło się równanie

f(min(x+ y), a) = min(f(x) + f(y), b).

W pracach [Sz16, Sz20] rozważone zostało następujące uogólnienie tego rów-
nania

f(m1(x+ y)) = m2(f(x) + f(y)),

gdzie r1, r2 ∈ (0,∞),m1 : [0, 2r1]→ [0, r1],m1 : [0, 2r1]→ [0, r1] są funkcjami
spełniającymi pewne warunki a f : [0, r1]→ [0, r2].

Prace [Sz8, Sz9, Sz10, Sz11, Sz12, Sz13, Sz14, Sz17] poświęcone są po-
dobnym zagadnieniom jak rozprawa wymieniona w punkcie 4. W pracy [Sz8]
równanie

(y − x)

[
f(x) + f(y)

2
+ pf

(
x+ y

2

)]
= (p+ 1)[F (y)− F (x)]

zostało rozwiązane w przypadku, gdy funkcje F i f są określone i przyjmują
wartości w pierścieniu całkowitym jednoznacznie podzielnym przez 2 i 3.

Praca [Sz9] poświęcona jest równaniu funkcyjnemu

F (y)− F (x) = (y − x)[f(x+ γy) + f(γx+ y)] (64)

dla funkcji działających na pierścieniach całkowitych podzielnych przez 2 i
3. Warto podkreślić, że zastosowanie otrzymanych w tej pracy wyników do
ciała liczb rzeczywistych pozwala rozwiązać równanie (64) w pełnej ogólności
- nie zakłada się wymierności liczby λ. Jest to pierwsza praca poświęcona
równaniom typu (5), w której dopuszcza się niewymierne współczynniki w
argumencie funkcji f
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Wyniki otrzymane w pracy [Sz10] dotyczą rozwiązań równania

8[F (x)− F (y) = (x− y)

[
f(x) + 3f

(
x+ 2y

3

)
+ 3f

(
2x+ y

3

)
+ f(y)

]
,

(65)
gdzie f, F : P → P są funkcjami niewiadomymi określonymi na pierścieniu
całkowitym P. Równanie (65) zostało rozwiązane przy użyciu twierdzenia
dotyczącego ogólniejszego równania

F (x)− F (y) = (x− y)[b1f(α1x+ β1y) + · · ·+ bnf(αnx+ βny)].

W pracy [Sz14] został rozważony problem stabilności równania Aczéla w
sensie Hyersa-Ulama. Okazuje się, że równanie to jest superstabilne. Dokład-
niej, jeśli funkcje F, f : R→ R spełniają nierówność∣∣∣∣F (y)− F (x)− (y − x)f

(
x+ y

2

)∣∣∣∣ ≤ ε,

to f jest wielomianem stopnia co najwyżej pierwszego to znaczy spełnia
równanie

G(y)−G(x) = (y − x)f

(
x+ y

2

)
z odpowiednio dobraną funkcją G.

W pracy [Sz17] otrzymano rozwiązanie ogólne równania

F (y)− F (x) = (y − x)[f(x) + af(x+ y) + f(y)] + (y − x)2[g(y)− g(x)].

Wynik ten został uogólniony w rozprawie opisanej w punkcie 4.
Prace [Sz18] i [Sz21] poświęcone są metodzie dowodzenia nierówności dla

funkcji wypukłych z wykorzystaniem całki Stieltjesa. W pracy [Sz18] używa-
my w tym celu lematu Ohlina. Lemat Ohlina stwierdza, że jeśli dwie zmienne
losowe mają równe wartości oczekiwane a dla ich dystrybuant F1, F2 istnieje
taki punkt x0 ∈ R, że

F1(x) ≤ F2(x) dla x < x0 oraz F1(x) ≥ F2(x) dla x > x0,

to zachodzi nierówność
Ef(X1) ≤ Ef(X2) (66)

dla wszystkich funkcji wypukłych f : R → R. Jak zauważyła T. Rajba
lemat Ohlina może posłużyć do (zaskakująco szybkiego) dowodu nierówności
Hermite’a-Hadamarda

f

(
x+ y

2

)
≤
∫ y

x

f(t)dt ≤ f(x) + f(y)

2
(67)
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