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Recenzja rozprawy habilitacyjnej dr Teresy Rajby
FUNKCIE WYPUKEE 1 ICH UOGOLNIENIA

W tworczosel naukowej dr Teresy Rajby wyragnie widoczne s trzy okresy.
Pierwszy jest zwigzany z pisaniem rozprawy doktorskiej i wpolpraca z prof.
Urbanikiem i koiiczy sie okolo 1984 roku. W tym czasie habilitantka opubli-
kowala kilka dobrych prac zwigzanych z samorozkladalnodcig i nieskoriczong
podzielno$cig miar probabilistycznych. Potem nastepuje okres usprawiedli-
wionego spowolnienia pracy naukowej, w ktérym powstaly tylko dwie prace z
pogranicza probabilistyki i techniki o niewielkiej wartosci nankowej. Chciala-
bym jednak zaznaczyé, ze w calym tym okresie dr Rajba starala sie utrzymad
kontakt z nauks, Sledzila aktualny stan badaf w ramach interesujacych jg
tematéw, czynnie uczestniczyla w seminariach naukowych (w tym w semi-
narium prof. Urbanika), czesto uczestniczyla w konferencjach krajowych i
miedzynarodowych. Dzigki takiej postawie mogta, gdy sytuacja rodzinna juz
jej na to pozwalala, intensywnie wrocié do badan naukowych. Nastgpilo to
okolo 1999 roku. W latach 1999-2015 habilitantka opublikowata 29 prac, w
tym 19 czysto teoretycznych, wigkszo$é w bardzo dobrych czasopismach.

W latach 1999-2G602 pani dr T. Rajba opublikowala 3 prace o tematyce
zwigzanej jeszcze z jej doktoratem dotyczace samorozkladalnosei 1 wielokrot-
nej rozkiadalnoéei miar probabilistycznych. Stopniowo rozszerzala swoje za-
interesowania. Powstaly prace o funkcjach r-1mnonotonicenych, rozkladach
operatorowo samorozkladalnych, o ulamkowej samorozkladalnosei, czy C-
semi-samorozkladalnoscl. Przetom nastapil w 2011 roku, kiedy ukazala sie
praca dr Rajby i S. Wasowicza pt. Probabilistic characterization of strong
converity [P21]. Do pracy tej dr Rajba wniosla bardzo istotny wkiad: zauwa-
zyla mianowicie, co weale nie bylo trywialne, e badane nieréwnosci mozna
potraktowaé jak nieréwnodci dotyczgce momentéw zmiennej losowej, jesli
odpowiednio zdefiniujemy zmienng i jej rozklad. Po tym spostrzezeniu do-
wody stawaly sie zaskakujaco proste. Opieraly sie na bardzo elementarnych
wiadomodciach z rachunku prawdopodobieiistwa, wiee trudno je docenié na
gruncie probabilistyki, ale uwazam, Ze duzym osiagnieciem habilitantki jest
znalezienie wlasciwego jezyka do opisu rozwaZzanych prohleméw.

Od tego momentu dr Rajba konsekwentnie zajmuje si¢ badaniem i cha-
rakteryzacja funkeji wypuklych w sensie najréznicjszych definicji. Wykorzy-
stujac swoja dobra znajomosé rachunku prawdopodobienistwa i teorii miary
przeprowadza latwiejsze dowody znanych wynikéw, znajduje nowe wiasnosci,
przenosi wyniki udowodnione tylko dla funkcji o zawyzonej regularnosci na
wyniki w pelni ogdlne. Jej prace, szczegblnie poczatkowe w tej dziedzinie, sg
trudne w ocenie: zastosowany aparat probabilistyczny, czy teorio-miarowy
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nie jest szczegdinie gleboki, z punktu widzenia probabilistyki uzyskane wy-
niki (z kilkoma wyjatkami) nie sa bardzo zaskakujace, a jednak wprowadzaja
nowe, istotne wartodci w teorie funkcji wypuklych. Chcialabym jeszcze pod-
kreglié, Ze ciezar gatunkowy prac pani Teresy Rajby roSnie z czasern, co
dobrze rokilje na przyszlosé.

Na rozprawe habilitacyjna dr Teresy Rajby sklada si¢ szesé prac. Ponizej
omawiam najwazniejsze wyniki kazdej z nich.

R6. T. Rajba, New infegral representation of nth order conves functions, J.
Math. Anal. Appl., 379(2), 2011, 736-747.

W pracy tej autorka zajmuje sie funkcjami n-wypuklymi, przy czym
funkeja f jest n-wypukla, jesli pochodna f¢*~1 istnieje i jest wypukla.
Przykladami takich funkcji, oprécz wielomianéw stopnia n, sg funkcje z —
(x — £)2 oraz (n + 1)-monotoniczna & — (—1)"F1(t — z)% i ich $rednie
catkowe po parametrze £. Dla funkeji klasy C™ wiadomo, ze dodatnie kom-
binacje liniowe tych frzech typdéw wyczerpuja klase funkeji n-wypuklych.
W twierdzeniach 2.1, 2.6 i 2.7 autorka pokazuje, Ze ta charakteryzacja za-
chodzi réwniez bez zalozenia istnienia pochodnej £, Zauwazmy, 7e w ab-
strakcie, omawiajac te wyniki, autorka popelnila blad méwiac o sumie
dwoch funkeji (4 1)-monotonicznych i wiclomianu. W twierdzeniach teza
jest poprawna.

W rozdziale 4 znajdujemy badania dotyczace mocno n-wypuklych funk-
¢ji wzgledem innej funkeji n-wypukiej zdefiniowanych zadaniem, by réznica
tych dwoch funkeji byla n-wypukla. Wprowadza to pewien porzadek w kla-
sie funkcji n-wypuklych. Rozdzial b zawiera dyskusje dotyczacy interpolacji
funkeji n-wypuklych wielomianami.

Metody stosowane w pracy sa proste, dowody konstrukeyjne i bezposred-
nie, co zwykle prowadzi do duzej klarownosci pracy. Tu jednak urckliwa
prostota metod przy dosé znaczacych wynikach zatracila sie w nadmiarze
gzczegdlow i drobnych wnioskéw,

R5. T. Rajba, K. Nikodem i W. Wasowicz, On the class of higher order
Jensen-conver functions and Wright-convez functions, J. Math. Anal. Appl.
396, 2012, 261-269.

W pracy tej autorzy rozwazaja n-krotug wypuklodé funkeji w sensie Wri-
ghta, co oznacza zachodzenie warunku

Apyon f(@) 20 dla wszystkich hy,...,h, >0
oraz n-krotng wypuktosé funkeji w sensie Jensena, co oznacza, ze
Ap pf@)=ARf(2) 20 dla wszystkich h >0,

gdaie Ap f(z) := flz+h)—f(z) oraz Ap, . gy F() = Bpyyy (Big v f(2))-
Gléwnym wynikiem pracy jest wskazanie przykiadu funkcji f, ktora jest
n-Jensen wypukla i nie jest n-Wright wypukla, Juz wezesnigj bylo wia-
domo, ze funkcja f(x) = |a(x)|, gdzie a jest nieciggla funkcja addytywns
na prostej jest przykladem takiej funkeji dla 2 = 1. Analiza tego praykladu
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i bezposrednia konstrukcja dla n = 3 doprowadzila autoréw do wytypowa-

nia funkeji

f(@) = {alz))]
na kandydata takiej funkcji dla dowolnego nieparzystego n € N i spro-
wadzenia dowodu tego, 7e jest ona n-Jensen wypukia i nie jest n-Wright
wypukta do warunku

Ah;...hnf(a:) = _1’ (*)
gdzie hi,..., N, sy elementami pewnej bazy Hamela na prostej takimi, ze
a(h1) = =1, alhg) = - - = a{hy) = 1. Dowdd tego, ze sam warunek (x)

zachodzi zajmuje znaczng czesé tej publikacji i jest oparty jest na zlozonej
konstrukeji wykorzystujgeej metody teorii miary. W pracy oméwiono réw-
niez problemy pojawiajace sie przy badaniu zwigzkow pomiedzy tymi dwo-
ma typami n-wypuklodci w praypadkn parzystej liczby n.

Przypomnijmy, ze omawiana tu publikacja stanowila réwniez cze$é po-
przedniego wniosku habilitacyjnego dr Teresy Rajby. W przedlozonej wow-
czas recenzji prof. J. Wesolowski przedstawit kr6tki i pomystowy dowdd wa-
runku {*) oparty na znajomosci pewnej reprezentacji liczb Stirlinga, Cho¢
doceniam wklad prof. J. Wesolowskiego, to jednak moim zdaniem nie uj-
muje to znaczenia dowodowi oryginalnemu, przeprowadzonemu (zgodnie z
ofwiadczeniem wspétautoréw) samodzielnie przez dr T. Rajbe.

R4. T. Rajba, A generalization of multiple Wright-convez functions via ran-
domization, J. Math. Anal. Appl., 388(1), 2012, 548-565.

Na poczatku autorka wprowadza nieco zamieszania modyfikujac kla-
syczng definicie funkeji calkowicie monotonicznych i p-razy monotonicz-
nych w taki sposob, ze funkcje catkowicie monotoniczne na (0, oo} w sensie
Bernsteina sg u niej calkowicie monotoniczne na (—oo,0). Opisuje zwigzki
pomiedzy funkcjami n-monotonicznyemi I n-wypuklymi w sensie Wrighta,
Whprowadza pojecie losowej n-wypuklodci w sensie Wrighta randomizujac
odpowiedni warunek do nastepujacego:

Edg, . 0. f(®) €@

gdzie #,01,...,0, sg niezaleZnymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
kladzie a @ jest podzbiorem zamknietym na translacje, nieujemne kombi-
nacje wypukle i granice punktowe klasy funkcji nieujemnych, niemalejgcych
i lewostronnie ciaglych na prostej. W dalszej czesei pracy za ¢ przyjmuje
si¢ zwykle My, klase funkcji k-wypuklych. W zaleznodci od rozkiadu 8 oraz
klasy () antorka wyznacza reprezentacje kanoniczne takich funkcji f, repre-
zentacje analogiczne do reprezentacji Bernsteina-Widdera dla funkeji caltko-
wicie monotonicznych i p-razy monotonicznych w klasycznym przypadku.
Szczegtlowe wyniki sg przedstawione dla 8 o rozkladuzie arytmetycznym
i o rozkladzie wykladniczym = klasa @ funkeji j-razy monotonicznych.
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R3. T. Rajba, On some relative convexities, J. Math. Anal. Appl., 411(2),
2014, 876-886

W pracy autorka nawigzuje do pomystu Palmera (2002, 2003) na wpro-
wadzenie pewnego czesciowego porzadku w klasie funkeji wypuklych. We-
dlug Palmera funkeja f jest wypukla wzgledem funkeji g, jesli istnieje écidle
rosngea funkeja wypukla b taka, ze f = h{g). Jedli rozwazane funkcje f,g
sg dwukrotnie rézniczkowalne, to warunek ten jest réwnowainy z nastepu-
jacym:

'@ | ')

1f/(@)] 7 1g'(=)]
Prace Palmera ukazaly sie w egzotycznym miejscu: Technicel Report, ECE,
UCSD 1 zastuga habilitantki jest juz samo wynalezienie tych wynikdw.
W swojej pracy autorka rozwija pomyst Palmera dla funkcji bez zaloZenia
rozniczkowalnodcl stosujge pochdng prawo- lub lewostronng, lub pochodng
dystrybucyjna, co wymaga duZej delikatnodci w przeprowadzeniu dowoddéw.
Poréwnuje powyzsza wilasnosé z zadaniem by f — g byla funkejy wypukia.
Otrzymuje réwniez pewne charakteryzacje probabilistyczne,

R2. T. Rajba, On the Ohlin lemma for Hermite- Hadamard-Fejér type inegu-
alities, Math. Inequal. Appl., 17(2), 2014, 557-571.

Autorka przypomina w tej pracy stosunkowo mate znany lemat Ohlina:

Lemat Ohlina. Jedli X,Y sq zmiennymi losowymi takimi, ze EX = EY
i ich dystrybuanty Fy,Fy preecinajq sie dokiadnie w jednym punkcie ap
oraz Fx{z) < Fy(z) dla x < g, to dla dowolnej funkcji wypukiej f

Ef(X) <Ef(Y).

Proste zastosowania tego lematu pozwolily autorce na uzyskanie wyjat-
kowo prostych dowodéw nieréwnogel typu Hermite-Hadamarda-Fejéra, udo-
wodnienie nowych nieréwnoéei tego typu rdéwniez dla funkeji n-wypuklych
oraz uzyskanie pewnych nieréwnosci dla opratoréw kwadraturowych.

Praca ta stanowi nowy przykiad na to, jak bardzo zastosowanie wia-
gciwego jezyka, w tym przypadku jezyka probabilistyki, moze wplynaé na
prostote i latwosé przeprowadzenia potencjalnie trudnych dowodéw. Moze
rozwazane tu problemy nie sg ekstremalnie istotne, ale sa ciekawe a zasluga
habilitantki we wprowadzaniu nowych metod duza.

R1. T. Rajba, On the strong delta-convezity and Herimite- Hadamard type in-
equalities for delta-convex functions of higher order, Math. Inequal. Appl.,
18(1), 2015, 267-293

Praca ta stanowi kontynuacje pracy [R6]. Wykorzystuje sie reprezen-
tacje catkowe dla funkcji n-wypuklych do reprezentacji catkowej funkeji
delta-wypuklych, ktore mogg by¢ definiowane jako réznice tych poprzed-
nich, Dzicki klasycznemu rozkladowi miary znakowanej na réznice dwéch
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miar dodatnich o nos$nikach rozigcznych uzyskujemy za darmo funkeje mi-
nimalne. Beg tej reprezentacji i rozkladu miary zadanie byloby dosé¢ karko-
lomne. W pracy znajdziemy réwniez pewne uogdlnienia nierdownosci typu
Hermite-Hadamarda-Fejéra oraz pewne nieréwnosci dla operatorow kwa-
draturowych.,

Na pozostaly dorobek naukowy dr Teresy Rajby skiada sig 30 arty-
kuléw. Trzynadcie z nich dotyczy probleméw mniej lub bardziej technicz-
nych (sieci bezprzewodowe, telefonia komérkowa, cyfrowe transmisje infor-
macji, zeglarstwo) i oceny wartosci naukowej tych prac nie jestem w stanie
sie podjgé. Na szczegdlng uwage zastuguja pierwsze prace habilitantki do-
tyczqee erozktadalnogei miar probabilistycznych i charakteryzacji pdlgrup
rozkladalnogei. Pochodza one z okresu Scistej wspdipracy pani Rajby z prof.
Urbanikiem i w swoim czasie byly szeroko dostrzegane w srodowisku na-
ukowym. Wrydaje sie jednak, Ze ta problematyka zamiera - wiaze si¢ ona
bowiem z problemem charakteryzacji wszystkich pdlgrup np. na prostej, co
jest raczej zadaniem beznadziejnym.

Sposéréd ostatnio opublikowanych prac habilitantki, nie zwigzanych z do-
ktoratem, najciekawsza z punktu widzenia probabilistyki jest praca [P25].
Autorka charakteryzuje w niej wszystkie miary p borelowskie na prostej -
spelniajace warunek

w(B) =z p=x A(B), B e B(R),

gdzie A jest ustalong miara probabilistyczng. Okazuje sig, Ze przy dodatko-
wym zalozeniu u({—oco,z)) < oo dla kazdego z € R kazda taka miara jest

postaci
[e0)

L=y E b
k=0
dla pewnej borelowskiej miary » na R a X\*® = §;. Autorka stosuje w pracy
dosé zawile oznaczenia, wige prostota powyzszego zapisu jej umkneta. Widaé
z niego, ze kazda skoificzona miara borelowska v definiuje tym wzorem miare
it o zadane] wlasnodel, Ze zadna miara probabilistyczna nie moze posiadac
tej wlasnosci, a punkty ekstremalne zbioru takich miar sa w miare czytelne.

Istotnym przejawem dzialalnosci naukowej dr Teresy Raby jest jej czynny
udzial w wielu konferencjach i spotkaniach naukowych. Przedstawiala ona
swoje wyniki na 18 konferencjach miedzynarodowych i 19 krajowych. Wy-
glaszala referaty na Seminarium Probabilistycznym Uniwersytetu Wroctaw-
skiego, na Seminarium Katedry Matematyki ATH w Bielsku-Bialej, na Se-
minariach Uniwersytetu Slaskiego, Politechniki Lubelskiej, Politechniki War-
szawswkiej.

Moze troche niepokoié fakt, ze dr Rajba byla promotorem niewielu prac
magisterskich, gléwnie na Uniwersytecie Wroctawskim, w poczatkowym okre-
sie jej dzialalnogel naukowej. Mogloby to Zle rokowaé, jedli chodzi o jej przy-
szte ksztalcenie studentéw na poziomie doktorskim. Obiekcje te lagodzg jed-
nak dwa fakty: jej wyjatkowo szerokie rozeznanie w literaturze przedmiotu
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oraz umiejetnodé wspdlpracy z innymi naukowcami, co owocuje wspolnymi
publikacjami.

Podsumowujge stwierdzam, ze przedstawiona rozprawa habilitacyjna jak
i pozostaly dorobek dr Teresy Rajby spelniaja wymagania ustawowe i w
zwigzku z tym wnosze o dopuszezenie dr Teresy Rajby do dalszych etapéw
przewodu habilitacyjnego.

7 powaZaniem

Jolanta K. Misiewicz
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