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W zakresie badan nad systemami funkcyjnymi na prostej rzeczywistej duzym zaintere-
sowaniem ciesza si¢ systemy Gabora oraz systemy afiniczne. Popularnodc tych systemoéw
wynika m.in. z prostoty z jaka sa one zdefiniowane. Podstawowa przestrzenig dla tych sys-
temow jest zespolona przestrzen Hilberta L2(R), na ktérej rozwazane sg trzy elementarne
odwzorowania unitarne: modulacje, translacje i dylatacje. Dla v € R korespondujaca mod-
ulacja to operator M., zadany na f € L*(R) jako M, f(z) = e?™2 f(g), gdzie x € R. Dla
B € R korespondujaca translacja to operator T zadany jako Tpf(z) = f(z — B). Natomiast
dla a € R\ {0} korespondujaca dylatacja to operator Do zadany jako Do f(z) = /af(az).

System Gabora to {M,, Tp,f : n € Z}, gdzie {(¥n,Bn) : n € Z} jest zbiorem réznych
punktéw R2, a f jest wybrana funkcja z L?(R) oraz M., Tp, f(z) = €™ f(x — Br).

System afiniczny to {Da, Ts,f : n € Z}, gdzie {(an,Brn) : n € Z} jest zbiorem réznych
punktéw (R\{0}) xR, a f jest wybrang funkcja z L?(R) oraz Dq, T3, f(z) = /@nf(anz—Pn).

Mimo swej prostoty systemy te kryja wiele zagadek, ktore s zZrodtem intensywnych badan.
Jednym z podstawowych dreczacych pytan jest liniowa niezalezno$¢ tych syteméw rozumiana
w standardowym sensie. Dla syteméw Gabora problem ten jest znany jako hipoteza HRT
o liniowej niezaleznoéci, a nazwa ta pochodzi od jej autoréw (Heil, Ramanathan, Topiwala
- 1996). Zgodnie z ta hipoteza dla dowolnej funkcji f € L*(R) \ {0} oraz dla dowolnego
skoriczonego zbioru A = {(vn,Bn) : n=0,1,...,N} C R2 uktad {M,,Tp, f : (v, Bn) € A}
jest liniowo niezalezny, czyli ze nast¢pujace rownanie funkcyjne o ustalonych wspo6tczynnikach
zespolonych ¢,

N
S en® % (o — Bn) =0 (0)
n=0
ma rozwigzanie f € L?(R) \ {0} tylko wtedy gdy ¢, =0dlan=0,1,...,N.
Powyzsze stwierdzenie tatwo tlumaczy si¢ na nastepujace stwierdzenie réwnowazne. Dla
dowolnego zbioru {(Yn,B8r) :n=1,...,N} CR?*\ {(0,0)} réwnanie funkcyjne

N

F@) =3 ene®™ % f(z ~ fn) (1)

n=1

ma rozwigzanie f € L2(R) \ {0} tylko wtedy gdy ¢, =0dlan=1,...,N.

Hipoteza HRT rozwazana jest w dwoch aspektach: w zaleznoéci od konfiguracji zbioru
A oraz w zalesnosci od klasy funkcji, do ktérej nalezy f. W szczegolnodci, hipoteza jest
prawdziwa, jesli f ma noénik zwarty!, lub jegli liczba element6w zbioru A nie przekracza 3.
W sytuacji gdy A ma cztery elementy, tylko czeSciowe rezultaty potwierdzaja prawdziwo$¢
tej hipotezy.

Uproszczona wersja réwnania (1) polegajaca na ustaleniu wspotczynnikéw v, :

N
f@) = cne®™ % f(z — Bn) (2)
n=1

réwniez nie zostala jeszcze rozwiazana.?

W szczegolnosci, nie wiadomo czy dla dla dowolnych réznych liczb a,b € R\ {0} r6wnanie
funkcyjne

f(z) = ™ (1 f(x) + caf (& — a) + caf(z — b)) (3)

ma rozwiazanie f € L2(R) \ {0} tylko wtedy gdy c1 = ca = c3 = 0.2
Roéwnolegle zagadnienie dotyczace liniowe]j niezaleznosci systemu afinicznego jest trudne
z innych przyczyn. Podobnie jak w réwnaniu (0) mozemy pytac¢ o rozwiazania réwnania

1Benedetto i Bourouihiya w 2012 udowodnili hipotez¢ HRT dla duzej klasy funkcji zdefiniowanej przez
Hardy’ego. Hipoteza pozostaje jednak nadal otwarta nawet dla funkcji klasy Schwartza.

2W réwnaniu tym bez utraty ogélnosci mozemy przyjac, ze ¥ = 1.

3Demeter w 2010 wykazal, ze réwnanie (3) nie ma nietrywialnych rozwigzan f w klasie Schwartza.




funkcyjnego
N

Z Cny/ anf(anx - ﬁn) =0

n=0
przy ustalonych wspétczynnikach zespolonych c,, gdzie f nalezy do wybranej klasy funkcji.
Problem ten tlumaczy sie na réwnanie funkcyjne rozwazane przez habilitanta

N
f(CE) = Z Cnf(anx - ,Bn)v (4)
n=1

gdzie {(an,B) : n = 1,...,N} C ((R\ {0}) x R) \ {(1,0)}. Roéwnanie to ma postac
analogiczna do réwnania (1) i podobnie jak w (2) mozemy je uprodci¢ ustalajac skale a, = o

N
f@) =" caf(az — ). (5)

n=1

Habilitant stusznie podkreéla, ze rozwigzanie powyzszego réwnania sprawia powazne trud-
noéci. W istocie, rozwazania nad szczeg6lnym przypadkiem tego réwnania, mianowicie

f(@) = Sflaz 1)+ 5 floz +1), (6)

prowadzone s3 od pierwszej polowy ubiegtego wieku. Zgodnie z Uwagg 2 rozprawy, dla a > 1
réwnanie (6) ma nietrywialne rozwigzanie w klasie L'(R), wtedy i tylko wtedy gdy szereg
losowy > oo, :l:alﬁ ma rozktad (absolutnie) ciagly, gdzie znaki “4-” oraz “—” wybierane sa
niezaleznie z réwnym prawdopodobienstwem. Badania w tym probabilistycznym aspekcie
wykazaly, ze réwnanie (6) nie ma nietrywialnych rozwiazan w L'(R) dla a > 2 oraz ze
takie rozwigzania istnieja, gdy o = 2% dla n € N. Erdés (1939) udowodnil brak takich
rozwigzan gdy « jest liczba Pisota oraz stwierdzil, iz istnieje A > 1 takie, ze dla prawie
wszystkich 1 < a < A réwnanie (6) ma nietrywialne rozwiazanie w L'(R). Dlugie proby
zrozumienia pelni sytuacji w przypadku 1 < a < 2 zaowocowaly praca Solomyaka, ktéry w
1995 roku opublikowal w Ann. of Math. dowéd hipotezy Garcii stwierdzajacej, ze dla prawie
wszystkich 1 < @ < 2 réwnanie (6) ma nietrywialne rozwiazanie w L1(R). Nadal jednak
nie jest jasne, czy liczby znalezione przez Erddsa sa jedynymi w przedziale (1,2) dla ktérych
brak jest nietrywialnych rozwiazan réwnania (6).

Innym szczegélnym przypadkiem réwnania (5), ktéry nalezy odnotowaé, jest réwnanie
Schillinga

« (0% «
f@) = SHez—1)+ Sfaz) + T f(az+1)

studiowane m.in. przez Barona.

W wiekszej oglnosci badania nad istnieniem nietrywialnych rozwiazan w L!(R) réwnania
(5) zostaly podjete przez Daubechies i Lagariasa (1991). Stwierdzili oni, ze istnienie takich
rozwigzan réwnania (5) przy o > 1 zalezy od wspélczynnika

1 N
A:anzﬂcn

i wykazali co nastepuje. Jesli |A| < 11 A # 1, to (5) nie ma nietrywialnych rozwigzan w
LY(R). Jesli A = 1, to (5) ma co najwyzej jedno (z dokladnoscia do stalej) rozwiazanie w
L'(R). Jedli |A| > 1, to przestrzen rozwiazan réwnania (5) w L!'(R) moze byé¢ skoriczenie
wymiarowa (np. trywialna), lub nieskonczenie wymiarowa. Praca tych autoréw zawiera
réwniez stwierdzenie (bez dowodu), ze powyzszy wynik mozna uogélni¢ do sytuacji, gdy
rozwazane rownanie funkcyjne ma, postaé

f(@) = caflaz = Bn), (7)

neZ

przy zalozeniu, ze Y, .z |cnl|Bn|® < 0o dla pewnego 6 > 0 (por. Twierdzenie 1 rozprawy).

4W zakresie klasy L2(R) liniowa niezalezno$¢ systeméw afinicznych oraz systeméw Gabora byta poruszona
przez Christensena i Lindnera w 2001.




Rozprawa habilitanta dotyczy jego badan nad naturalnymi uogélnieniami réwnania (5).5
Zgodnie z klasycznym podejsSciem, ktére rzucilo §wiatlo na réwnanie (6), habilitant stosuje
metody probabilistyczne dla stwierdzenia rozwigzywalnosci badanych réwnan. Tego typu
podejécie wymusza szukanie rozwiazan rzeczywistych w klasie L (R).

Wyniki habilitanta nie wnosza wiele nowego w zakresie réwnania (4), ktére mozna inter-
pretowaé jako pytanie o liniowa niezaleznogé systeméw afinicznych.® Habilitant bada nato-
miast ogélniejsze rownania typu

f(z) = Z enf(an® — Bn), (8)

nez

ktére mozna interpretowaé jako pytanie o w-liniowa niezalezno$é¢ systemoéw afinicznych.

Najprostrzym uogélnieniem réwnania (5) rozwazanym przez habilitanta jest rownanie (7)
wspomniane przez Daubechies i Lagariasa. W pracy [III] habilitant wykazuje, ze réwnanie
(7) ma co najwyzej jednowymiarows przestrzen rozwigzan w L'(R) przy nastepujacych za-
lozeniach: 1< a €N, fn=n,¢c, > 0dlan€Z, 3 c7Cn = 0TaZ } ez (0} cplogn| < oo.
W rozprawie wspomina jednak, ze bardziej ogélny wynik znajduje si¢ jako Corollary 3.4 w
pracy [V]. Naturalne staje si¢ wiec nastepujace

Pytanie 1. Czyjeslil <a €R, B, €R, fpy1—Brn 2 8>0,cp, € Cdlan € Z, Y nezCn =
0raz Y peq (o} [cnlloglBn| < 00, to réwnanie (7) ma co najwyzej jednowymiarowq przestrzen
rozwigzan w L'(R)?

Praca [ITI] dotyczy dwukierunkowego réwnania skalujacego postaci

flx) = ch,lf(k:r —n)+ ch,_lf(~kac —n),

nez nez

w ktérym wspolezynniki ¢, 1, ¢n,—1 Sa nieujemne oraz sumuja si¢ do liczby catkowitej k >
1. Przy zalozeniu, ze Znez\{o}(cn,l + cn,—1)log|n| < oo wykazane zostaje, ze powyzsze
dwukierunkowe réwnanie skalujace ma co najwyzej jednowymiarows przestrzen rozwigzan w
L'(R) (Twierdzenie 2 w autoreferacie). Ponadto w oparciu o idee Protasova pokazana jest
charakteryzacja istnienia nietrywialnych rozwigzan réwnania dwukierunkowego w terminach
zbioréw stabo blokujacych. (Protasov uzyskal swoj wynik dla klasycznego rownania skalu-
jacego postaci f(z) = Y ez cnf(kz — n) zakladajac, ze nieujemne wsp6tczynniki ¢, sumuja
sie do liczby catkowitej k > 1 oraz ), oz cnln| < 00.)

Innym uogolnieniem réwnania (5), ktérym zajmuje si¢ habilitant, jest ciggte réwnanie
skalujace

f(@) = /R o(w)f (az — y)dy. (9)

W przypadku gdy funkcja zespolona ¢ ma noénik zwarty oraz a > 1, réwnanie to zostato
doktadnie zbadane w pracy Jia, Lee i Sharmy, o ktérej wspomina habilitant. W szczegélnosci
praca tych trzech autoréw wykazuje, ze jesli nosnik funkcji c zawiera si¢ przedziale [—a, a] oraz
K > =%+ | to réwnanie (9) ma jedyne” nietrywialne rozwigzanie w przestrzeni LY([-K,K)])
wtedy i tylko wtedy, gdy [ ¢(y)dy = . Habilitant stusznie wnioskuje, ze w takim razie jesli
¢ ma nosnik zwarty oraz [p c(y)dy = a > 1, to réwnanie (9) ma jednowymiarows przestrzen
rozwiazan w L!(R) (Twierdzenie 7 w rozprawie). Jednakze Twierdzenie 8 z rozprawy, a co
gorsza Corollary 3 i 4 z pracy [I] trudno uznaé za rozszerzenie oryginalnego wyniku charak-
teryzacyjnego Jia, Lee i Sharmy. W istocie, w zakresie badanym przez tych trzech autor6w
habilitant wykazuje jedynie, ze jedli ¢ jest funkcja nieujemna spetniajaca Jre)dy =a>1
oraz f|$|>1 c(z)log|z| < oo, to réwnanie (9) ma jednowymiarowa przestrzefi rozwigzan w
L'(R). Tak wiec za ceng zalozenia nieujemnoéci funkeji ¢ habilitant jest w stanie zastapic
warunek zwartego nosnika wskazanym warunkiem calkowym i w ten sposéb wykazac potowe
twierdzenia charakteryzacyjnego Jia, Lee i Sharmy.

5Badania zostaly opublikowane w pracach [I]-[VI] wspélnych z Morawcem i wyszczegolnionych w
rozprawie.

6Wyjatkiem tutaj sa Corollary 6.2, 6.4 oraz 6.6 z pracy [T1T] wspomniane w autoreferacie w Twierdzeniu
10 (ii) dotyczace charakteryzacji istnienia nietrywialnych rozwiazan réwnania dwukierunkowego w terminach
zbioréw silnie blokujacych. A takze Twierdzenie 5.2 z pracy [IV] bedace wnioskiem z badan Ngai i Wanga.
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W pelnej ogélnosci wspomniany wynik habilitanta z pracy [I] stwierdza, ze jesli zmienna
losowa M : © — R okreslona na przestrzeni probabilistycznej (£2,.A,P) ma ciagly rozklad
oraz [, log max{|M(w)|, 1} P(dw) < oo, to dla |a| > 1 ré6wnanie

f(z) = /Q ol (o — M(w))P(dw)

ma jednowymiarows przestrzeri rozwigzan w L'(R). Jest to wicc rezultat ogélny, ale rozsze-
rzajacy charakteryzacje Jia, Lee i Sharmy polowicznie i jedynie w niektorych kierunkach.
Kolejne uogdlnienie réwnania (5) badane przez habilitanta ma postac

f(z) = /Q | det L(w) | f(L(w)z — M(w)) P(dw), (10)

gdzie zmienne losowe L : @ — R™*™ oraz M : Q2 — R™ okrelone s3 na przestrzeni pro-
babilistycznej (2, A, P), a rozwigzanie f : R™ — R nalezy do L'(R™), gdzie m jest ustalona
liczbg naturalna.

W przypadku jednowymiarowym (czyli dla m = 1) ré6wnanie (10) upraszcza si¢ do

f(z) = /Q L () (L{w)z — M(w))P(dw), (11)

i jest studiowane przez habilitanta w pracy [VI]. Uzywajac przestrzeni probabilistyczne]
(0%, A%, P>®) bedacej nieskoficzonym produktem przestrzeni (€2, .4, P) habilitant wykazuje
w Theorem 5.4, ze jesli P(M = 0) < 1 oraz limp—00 ﬁm = 0 dla prawie wszystkich
(w1, wa,...) € Q% to réwnanie (11) ma co najwyzej jednowymiarowa przestrzen rozwigzan
w L'(R). W Proposition 5.6 tej pracy poprawiony zostaje wymieniony powyzej wynik habili-
tanta z publikacji [I] dotyczacy polowicznego rozszerzenia charakteryzacji Jia, Lee i Sharmy.
W Theorem 4.2 pracy [VI] oferowana jest wlasna charakteryzacja istnienia nietrywialnych
rozwigzan réwnania (11) w terminach punktéw statych afinicznej funkcji losowej. Te wyniki
przedstawione sa w rozprawie jako Twierdzenia 14 i 15 zachodzace dla réwnania (10) z dowol-
nym m € N. Praca [VI] sugeruje jedynie, ze zaktada m = 1 dla uproszczenia pisowni.
Roéwnanie (10) jest tematem pracy [IV]. W oparciu o teorie operatoré6w Markowa praca
ta charakteryzuje istnienie nietrywialnych rozwiazan réwnania (10) w klasie L!(R™). W
szczegblno$ci w Theorem 5.1 (Twierdzenie 12 rozprawy) przy zalozeniu, ze funkcja L jest
stata, poprawiony zostaje wymieniony juz powyzej wynik habilitanta z publikacji [I] doty-
czacy polowicznego rozszerzenia charakteryzacji Jia, Lee i Sharmy. Twierdzenie 12 rozprawy
sklada sie z dwoch czesci. Pierwsza dotyczy istnienia rozwigzan réwnania (10), a druga
podaje informacje na temat no$nika rozwigzania pod warunkiem, ze zmienna losowa M jest
ograniczona. Ze wzgledu na to, ze praca [VI] nie zawiera referencji do pracy [IV] (i vice versa)
trudno jest oceni¢ czy wspomniany uprzednio wynik habilitanta (Twierdzenie 15 rozprawy,
Proposition 5.6 [VI]) pozwala na wywnioskowanie pierwszej czeSci Twierdzenia 12 rozprawy.
Opisane wyniki prac [I],[III] oraz [VI] opieraja sie na zastosowaniu szeregu Grincevi&jusa
zwanego perpetuitg. Szereg ten wykorzystany jest rowniez w pracy [V] do zbadania r6wnania

fz) = /QldetL(w)lC(w)f(L(w):r — M(w))P(dw), (12)

gdzie zmienne losowe L : Q@ — R™*™ M : Q — R™ oraz C : Q — R9%? okreSlone sg na
przestrzeni probabilistycznej (Q,.4,P), a rozwigzanie f : R™ — R? nalezy do L'(R™,R9%),
gdzie m, g sa ustalonymi liczbami naturalnymi. W tej pracy najciekawszy wydaje sie wynik
zawarty w Corollary 3.4, o ktérym habilitant wspomina na str. 8 rozprawy. Wynik ten glosi,
ze przy pewnych zalozeniach wymiar przestrzeni rozwigzan réwnania (12) nie przekracza
liczby ¢. Dla ulatwienia dalszej analizy tematu rozwazmy m = ¢ = 1 i zapiszmy ten rezultat
jako

Wynik [V]. Przy pewnych zatozeniach przestrzer rozwigzarn réwnania (12) jest co najwyzej
Jjednowymiarowa.

oraz przypomnijmy wspomniany rezultat z pracy [VI]

Wynik [VI]. Jesli P(M = 0) < 1 oraz limp_ %ﬁ = 0 dla prawie wszystkich

(w1, ws,...) € Q%, to réwnanie (11) ma co najwyzej jednowymiarowq przestrzen Tozwigzamn.




Ze wzgledu na to, ze praca [VI] nie wspomina o pracy [V] (i vice versa), ponownie trudno
jest oceni¢ jak powyzsze wyniki maja sie do siebie, w przypadku gdy funkcja C z réwnania
(12) jest rowna jeden. Wracajac za$ do prostrzych poje¢ mozemy zadac¢ nastepujace

Pytanie 2. Czy Wynik [V] lub Wynik [VI] wnoszq co$ nowego w zakresie podstawowych
réwnan (8) i (9)? W szczegdlnosci, czy Wynik [V] pozwala odpowiedzieé na Pytanie 1 (np.
w przypadku, gdy c, € R)?

Ostatnim uogélnieniem réwnania (5) przedstawionym w rozprawie jest rownanie
Oy
f(@) = | |det 5 z,)| (o) P(d) (13)

badane w pracach [I1] i [VI]. Twierdzenie 4 rozprawy méwi o tym, ze w pewnych warunkach
réwnanie (13) nie ma nietrywialnych rozwiazai w L!. Warto przypomnie¢, ze tego typu
negatywny wynik w przypadku rownan (1), (2) i (3) bylby duzym sukcesem.

Wyniki habilitanta przedstawione w rozprawie cigzko uznaé za wybitne. Dotycza jednak
trudnego tematu réwnan skalujacych, ktéry jest na tyle atrakcyjny, ze znalazl si¢ w kregu
zainteresowan renomowanych matematykéw. Metody habilitanta pozwalaja na zbadanie
przestrzeni rozwiazan zaréwno dyskretnych jak i cigglych réwnan skalujacych przy ogranicze-
niach wynikajacych z zastosowania metod probabilistycznych. Ogolny wynik habilitanta
pozwala wywnioskowaé brak takich rozwigzann w obu tych przypadkach (ciagtym i dyskret-
nym). Kilka ogélnych, lecz trudnych do poréwnania rezultatéw habilitanta gwarantuje, ze w
obu przypadkach przestrzen rozwiazan jest co najwyzej jednowymiarowa. Ponadto kilka og6l-
nych i réwniez trudnych do poréwnania rezultatéw habilitanta gwarantuje, ze w ciagltym przy-
padku przestrzen rozwigzan jest jednowymiarowa. Prace habilitanta podobnie jak rozprawa
nie wyjaéniaja jednak, jak te ogélne rezultaty rzutuja na najprostsze réwnania skalujace.

W mojej ocenie mankamenty rozprawy nie sa powazne i dlatego wnoszg¢ o dopuszczenie
pana Rafata Kapicy do dalszych etapéw przewodu habilitacyjnego.

Ponadto z nieSmiatg doza nadziei mozna sadzié, ze obecne badania habilitanta nad stabil-
noscig proceséw Markowa prowadzone we wspotpracy z Szarkiem i Sleczka przyniosa rezultaty

naswietlajace rozwigzywalnosé rownan Naviera-Stokesa. / /')
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