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4b. Oméwienie ww. prac i osiggnietych wynikéw
Wprowadzenie

Procesy fizyczne i biologiczne zachodzace w czasie modeluje sie najczesciej przy uzyciu
rownan i uktadéow rownan rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych. Jesli zagadnienie
poczatkowe lub poczatkowo-brzegowe dla rownania rézniczkowego jest globalnie dobrze
postawione, tzn. rozwigzania istnieja, sg jednoznaczne, mozna je przedtuzy¢ dla wszystkich
czasoéw oraz zalezg w sposob ciggly od warunkéw poczatkowych, to w przypadku réwnan
autonomicznych taki problem generuje uktad dynamiczny lub pétgrupe {T'(¢): ¢t > 0} na
danej przestrzeni metrycznej (V, d), zwanej przestrzenia fazowa.

Posrod wielu zagadnien dotyczacych potgrup jednym z wazniejszych jest badanie za-
chowania sie trajektorii ¢ — T(t)ug w czasie, przy czym nie interesuja nas zachowania
przejsciowe, ale asymptotyczne, gdy t — oo. Szczegdlnie interesujace sa uktady fizyczne,
w ktorych nastepuje rozpraszanie energii. Sg one opisane przez poétgrupy dysypatywne,
dla ktérych istnieje zbiér ograniczony By, ktory przycigga kazdy podzbiér ograniczony B
przestrzeni fazowej wzgledem poétodlegtosci Hausdorffa

disty (T'(t) B, By) = sup inf d(T(t)z,y) — 0, gdy t — oo.
zeB Y€Bo
Badanie asymptotyki potgrup dysypatywnych na podzbiorach nieskonczenie wymiaro-
wych przestrzeni Banacha generowanych przez autonomiczne réwnania réozniczkowe czast-
kowe mozna zredukowaé¢ do opisu globalnego atraktora A bedacego zwartym zbiorem
niezmienniczym,

przyciagajacym wszystkie ograniczone podzbiory przestrzeni fazowej. Istotnie, kazda tra-
jektoria t — T'(t)ug posiada po dostatecznie dtugim czasie swéj ,cien” w postaci trajekto-
rii na globalnym atraktorze ([RO, Proposition 10.14]). Dlatego tak waznymi zagadnieniami
sq: istnienie globalnego atraktora, jego charakteryzacja, budowa i geometria, dynamika na
atraktorze czy jego strukturalna stabilno$é¢ pod wpltywem zaburzenia rownania do niego
prowadzacego. Tematyka ta byla i jest badana na caltym $wiecie na przestrzeni wielu lat
i posiada bardzo bogata literature (m.in. [HE1], [HA1], [LA], [B-V], [TE], [C-D], [RO],
[S-Y]).

Globalny atraktor dla pétgrupy jest obiektem jednoznacznie wyznaczonym i czesto ma
skonczony wymiar (fraktalny), ale przyciaganie do niego moze by¢ dowolnie wolne lub sam
obiekt moze by¢ niewidoczny w symulacjach numerycznych (por. [E-Y-Y]). Potrzeba prze-
zwyciezenia tych niedoskonatosci umotywowata pojawienie sie pojecia eksponencjalnego
atraktora. Eksponencjalny atraktor M dla pétgrupy jest zbiorem zwartym, podniezmien-
niczym,

Tt)MC M, t >0,



o skonczonym wymiarze fraktalnym

dimj (M) = lims(glplogé NY (M) < o,
e
gdzie NY (M) oznacza najmniejsza liczbe kul o promieniu € w V potrzebnych do po-
krycia M, i przyciggajacym wyktadniczo kazdy zbiér ograniczony B przestrzeni fazowej
w jednostajnym tempie w > 0
Jim e disty (T'(t)B, M) = 0.

Chociaz obiekt ten nie jest jednoznacznie wyznaczony, wciaz zawiera globalny atraktor
A, przy czym jego istnienie implikuje istnienie i skonczony wymiar globalnego atraktora.
Pierwsze konstrukcje eksponencjalnego atraktora pochodza z monografii [E-F-N-T] i prac
[D-NJ, [E-M-Z].

W ostatnich latach coraz wiecej uwagi poswieca si¢ bardziej ogélnym, nieautonomicz-
nym réwnaniom i uktadom réwnan rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych. W tym
przypadku odpowiednikiem poélgrupy jest proces ewolucyjny {U(t,s): t > s} na prze-
strzeni fazowej V. Jednakze nie ma jednego odpowiednika globalnego atraktora. Rézne
podejscia prowadza zwykle do réznych pojeé¢ opisujacych asymptotyczne zachowanie sie
proceséw ewolucyjnych jak atraktory jednostajne, globalne atraktory typu pullback, glo-
balne atraktory typu forward (por. [CH], [C-V], [C-L-R], [K-R]). W ujeciu monografii
[C-L-R] najbardziej uniwersalnym wydaje sie by¢ pojecie globalnego atraktora typu pul-
Iback, czyli rodziny zbioréw zwartych {A(t): t € R}, ktéra jest niezmiennicza wzgledem
procesu,

Ult,s)A(s) = A(t), t > s,

przyciaga w sensie pullback kazdy ograniczony podzbiér B przestrzeni fazowej
disty (U(t, s)B, A(t)) — 0, gdy s — —oo, dla kazdego t € R,

i jest minimalna w sensie inkluzji wsrod rodzin zbioréw domknigtych przyciagajacych
w sensie pullback wszystkie zbiory ograniczone (zob. [C-L-R], [C-E-R], [C-C-L-R]).

Eksponencjalne atraktory typu pullback dla proceséw ewolucyjnych

W 2009 roku wcigz nie istnialy ogdlne konstrukcje odpowiednika eksponencjalnego
atraktora dla proceséw ewolucyjnych, poza dyskretnym odpowiednikiem i szczegdlnym
przypadkiem dla réwnan reakcji-dyfuzji z pracy [E-Z-M]. Konstrukeja takiego obiektu sta-
nowi tre$¢ mojej pracy [1], wspdlnie z Messoudem Efendievem, bedacej czescia osiagniecia
naukowego. Artykut [1] byt jedna z trzech pierwszych, niezaleznie obok [L-M-R] i [E-Y-Y],
prac poswieconych ogélnym warunkom istnienia rodziny zbioréw zwartych {M(t): t € R}
w przestrzeni Banacha V', ktéra jest podniezmiennicza wzgledem procesu {U(t, s): t > s},
tzn.

U(t,s)M(s) C M(t), t > s,

ma jednostajne po t € R ograniczenie w V' wymiaru fraktalnego i wyktadniczo przycigga
w sensie pullback ograniczone podzbiory przestrzeni V', tzn. istnieje w > 0 taka, ze dla
kazdego zbioru ograniczonego B C V' mamy

lim e** disty (U(t,t — s)B, M(t)) = 0 dla kazdego t € R. (1)
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Rodzine {M(t): t € R} nazywamy eksponencjalnym atraktorem typu pullback.
Aby precyzyjnie przytoczy¢ wyniki z [1], rozwazmy proces ewolucyjny {U(¢,s): t > s}
na przestrzeni Banacha V' z norma ||-||;,. Zachodzi zatem

U(t,s)U(s,r) =Ul(t,r), t =s>r Utt)=1d, t € R.

Poniewaz interesuje nas to, co dzialo sie w przesztosci, wyrdézniamy t, < oo i zbior
T = {t € R: t < to}. Nasz wynik z 2011 roku dotyczy proceséw, dla ktérych istnieje
ograniczony zbiér By C V, ktéry pochtania kazdy zbiér ograniczony B C V' w sensie
pullback jednostajnie wzgledem t € 7, tzn.

3TB>0V82TB U U(t,t - S)B C Bo. (2)

teT

Nastepnym zatozeniem, kluczowym dla dowodu, jest tzw. wlasnos¢ wygtadzania, stoso-
wana juz wezesniej np. w [M-P] do pokazania skoriczonego wymiaru fraktalnego zbioru.
Mianowicie, zaktadamy, ze przestrzen V jest zwarto zanurzona w pewna dodatkows prze-
strzeii unormowana W z normg ||-||,;;, @ proces na By spelnia, jednostajnie wzgledem
t € 7, nastepujacy warunek z xk > 0

sup (Ut t —Tgy)ur — U(t, t — Ty)us|ly < K |jur — uslly , ur,us € B, (3)
te

gdzie T, > 0 jest czasem pochtaniania By z (2). Dalej zakladamy takze, ze proces jest
holderowsko ciagly wzgledem czasu poczatkowego dla czaséw z [T, 2Tp,| oraz ze jest
holderowsko ciagly rowniez wzgledem przesuniecia czasowego, tzn. istniejg 0 < &1,& < 1
i state c1, co > 0 takie, ze

SU? (U, t —t)u—U(t, t —t2)ully, <cilty — t2|£1 , ti,to € [Ty, 2T, uw € By, (4)
te

sup |U(t,t — Tpy)u — Ut —t1,t —t; — T, )ully < catd, t1 €[0,Tp,), u € Bo.  (5)
te

Oczywiscie dla autonomicznych procesow ewolucyjnych, pochodzacych od pétgrupy, po-
wyzszy warunek (5) jest spelniony trywialnie. W [1, Theorem 2.1] pokazujemy, Ze istnieje
wtedy rodzina {M(t): t € 7} niepustych podzbioréow By, ktére sa prezwarte (tzn. zwarte
po domknieciu) w V', ktéra jest podniezmiennicza wzgledem procesu, tzn.

Ult,s)M(s) CM(t), t>s, teT.

Wspomniana rodzina ma jednostajne wzgledem ¢ € 7 ograniczenie wymiaru fraktalnego
w V wyrazone przy uzyciu statych wystepujacych w powyzszych zatozeniach i parametru
v e (0,3), tzn.

sup dim}/(/\/l(t)) <max{& &1 +loga (1 + uk)) +loga NY(BY(0,1)),
teT 2v 2v K

gdzie p > 0 jest stala z wtozenia V. w W

lully < pllully, weV,



natomiast N (BY (0, 1)) oznacza najmniejszg liczbe kul w W o promieniu % potrzebnych
do pokrycia kuli jednostkowej w V. Ponadto, rodzina ta wyktadniczo przyciaga w sen-
sie pullback ograniczone podzbiory V. Doktadniej, istnieje x > 0 takie, ze dla kazdego
ograniczonego B C V istnieje cg > 0 takie, ze

supdisty (U(t,t — s)B, M(t)) < cge ™, s > T + 2.
teT

Jesli zatozy¢ dodatkowo, ze odwzorowanie
cly Bysu—U(t,s)lu eV (6)

jest ciagte dlat > s, ¢t € T, to biorac domkniecia w V' powyzszych zbioréw M (t), mozemy
zatozy¢, ze zbiory tworzace te rodzine sa zwarte, zawarte w cly By. Zwro¢my uwage, ze
rodzina z konstrukcji w [1, Theorem 2.1] nie jest jednoznacznie wyznaczona, chociazby ze
wzgledu na zaleznosé od parametru v.

Zgodnie z [1, Proposition 2.3], pod zatozeniami (2)-(6), istnieje tez rodzina {A(t): t €
7T} zwartych podzbioréw V', niezmiennicza wzgledem procesu,

Ult,s)A(s) = A(t), t > s, t €T,
ktoéra przycigga w sensie pullback kazdy zbiér ograniczony B C V dla kazdego t € 7
lim disty (U(t, ¢ — s)B, A(t)) =0

i gdy {fl(t) t € T} jest rodzing zbioréw domknigtych w V' przyciagajaca w sensie pull-
back wszystkie zbiory ograniczone w V' dla kazdego t € 7T, to A(t) C A(t), t € 7. Rodzina
ta dana jest wzorem

Aty =cy |J w(B,1), teT,

BCV, ogr.
gdzie w(B,t) jest zbiorem w—granicznym typu pullback dla podzbioru B w chwili ¢
w(B,t)= (v |J U(t,t—s)B.

720 S>T

W szczegdlnosei, gdy tg = oo otrzymujemy istnienie globalnego atraktora typu pullback
o jednostajnie ograniczonym wymiarze fraktalnym, zawartego w eksponencjalnym atrak-
torze typu pullback, ktory jest woéwczas podzbiorem cly By. Ponadto, przyciaganie zbioroéw
ograniczonych przez rodzine {M(t): t € R} jest jednostajne, tzn. istnieje w > 0 taka, ze
dla kazdego zbioru ograniczonego B C V zachodzi

lim e**supdisty (U(t,t — s)B, M(t)) = 0,

S§— 00 teR

co z kolei jest rownowazne wyktadniczemu jednostajnemu przyciaganiu typu forward, tzn.

lim e**supdisty (U(t + s,t)B, M(t + s)) = 0.

S§— 00 teR

W [1, Corollary 2.4] zauwazamy, ze aby uzyskaé istnienie eksponencjalnego atraktora
typu pullback wcale nie potrzebujemy zaktada¢, ze ty = oo. W przypadku, gdy ¢ty < oo,
wystarczy zalozy¢ lipschitzowska cigglos¢ procesu

Vi50Tk(8)>0Vus useBo |U(t +to, to)ur — U(t + to, to)u2||v < k() [luy — U2”v (7)

b}



i zdefiniowaé brakujace zbiory rodziny jako M(t) = U(t,to)M(to), t > to. Co prawda
stracimy wtedy jednostajnosé¢ wyktadniczego przyciagania, ale wciaz bedzie spetnione (1).
Oczywiscie istnienie globalnego atraktora typu pullback zawartego w eksponencjalnym
atraktorze typu pullback réwniez bedzie zachodzito w tym przypadku (zob. [1, Proposition
2.5]).

W pracy [1] sformutowalismy warunki, przy ktérych nieautonomiczne semiliniowe réw-
nanie paraboliczne generuje proces ewolucyjny spelniajacy zalozenia (2)—(7). Rozwazamy
nastepujacy abstrakcyjny problem Cauchy’ego

(8)

up+ Au = F(t,u), t > s,
u(s) = uo,

gdzie A jest dodatnim operatorem sektorialnym (por. [HE1],[C-D],[6]) w przestrzeni Ba-
nacha X, majacym zwarta rezolwente. Przez X? = D(AY) oznaczamy przestrzenie poteg
utamkowych odpowiadajace operatorowi A. Ustalamy « € [0,1) i zaktadamy, ze nielinio-
wos¢ F': R x X% — X jest holderowsko ciagla wzgledem czasu i lipschitzowsko ciggla na
ograniczonych podzbiorach X . Precyzyjniej, dla kazdego zbioru ograniczonego B C X¢
istnieje 0 < 6 = 6(B) < 1 taka, ze dla dowolnych 71,7, € R, T} < T istnieje stala
Lipschitza L = L(T, — Ty, B) > 0 taka, iz

HF(tl,ul) — F(tQ,UQ)HX < L(‘tl — t2|0 + Hu1 — UQHXQ), tl,tg € [Tl,TQ], Uy, U € B. (9)

Pod zalozeniem (9) dla dowolnego czasu poczatkowego s € R i dla dowolnego warunku
poczatkowego uy € X istnieje jednoznaczne X rozwiazanie problemu (8), tzn.

u € C([8, tmaz ), X*) N C((8, tmaz), X1) N CH(S, timaz), X)

spelniajace réwnanie rézniczkowe z (8) w X i okreslone na maksymalnym przedziale
istnienia [s,t,4.) (por. [HE1], [C-D]).
Wyrézniamy zbiér 7 = {t € R: t < o} dla pewnego ¢ty < oo i zakladamy, ze dla
pewnego M >0
sup |F (¢, 0) [ < M. (10)
teT

Aby wykazaé, ze lokalne rozwigzania mozna przedtuzy¢ na cala poétprosta oraz otrzy-
ma¢ istnienie ograniczonego zbioru pochtaniajacego w X, w zastosowaniach sprawdzamy
odpowiednie oszacowanie a priori. W zwigzku z tym zaktadamy, ze

kazde lokalne rozwigzanie mozna przedtuzy¢ do globalnego, tzn. t,,,, = 00, (11)

istnieje stata a > 0 i funkcja niemalejaca @Q: [0, 00) — [0, 00) (obie niezalezne od s) takie,
ze zachodzi
lu(®)llxe < Qlluollxa)e ™™ + Ry, s <t, teT, (12)

ze stata Ry = Ro(to) > 0 niezalezng od s, t i ug oraz (w przypadku, gdy o < oo) dla
kazdego T' > 0 istnieje Ry > 0 i funkcja niemalejaca Qr: [0,00) — [0, 00) takie, ze

lu®)lxo < Qrs(lluollxa) + Rr, t € [s,5+ ). (13)

Zaltozenia (11)—(13) mozna uprosci¢ zastepujac je mocniejszym warunkiem a priori, ktory
zapewni dysypatywnos¢ w X“. Mianowicie, niech

lu()]l xo < QUluollxa)e ™™ + R(t), t € [s, tinas). (14)
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gdzie a > 0, @Q: [0,00) — [0,00) jest funkcja niemalejaca, a R: R — [0,00) jest funkcja,
ciggla i ograniczong na 7 .

Pod zalozeniami (9)—(13), X rozwiazania problemu (8) istnieja globalnie w czasie
i generuja proces ewolucyjny {U(t,s): t > s} na X, ktéry spemia zatozenia (2)—(7)
2V =XPiW=Xdlage(a,1).

Twierdzenie 1 ([1, Theorem 3.6]). Przy powyziszych zaloZeniach dla [ € (a, 1) istnieje
rodzina {M(t): t € R} niepustych zwartych podzbioréw X°, podniezmiennicza wzgledem
procesu {U(t,s): t > s}, ktéra ma jednostajne po t € R ograniczenie wymiaru fraktalnego
w X i wykladniczo przycigga w sensie pullback ograniczone podzbiory XP. Dodatkowo,
jesli tg = oo, to wyktadnicze przycigganie jest jednostajne po t € R. Ponadto, ekspo-
nencjalny atraktor typu pullback {M(t): t € R} zawiera globalny atraktor typu pullback
{A(t): t € R} w przestrzeni X°.

Praca [2], ktora stanowi czesé osiggniecia naukowego, jest naturalng ilustracja zagad-
nieft poruszanych w [1] i zawiera zastosowania abstrakcyjnej teorii do nieautonomicznych
rownan i uktadéw réwnan reakcji-dyfuzji.

W gléwnej czesci pracy [2] rozwazamy, za [E-Z], nieautonomiczny ukltad réwnan reakcji-
dyfuzji

(15)

u+ Au= f(u) +g(t), t >s, v €9,
u(s,x) =up(x), € Q, wu(t,x)=0,t>s, x €,

gdzie ) C R3? jest obszarem ograniczonym z brzegiem 92 klasy C**". Szukang funkcja jest
u(t,z) = (ur(t, x), ..., ug(t,z)), natomiast funkcje f(u) = (fi(u), ..., fr(u)) oraz g(t,z) =
(g1(t,x),...,gx(t,z)) sa dane. Zakladamy, ze Au = (Ajuq,..., Agug) jest eliptycznym
operatorem drugiego rzedu, gdzie

3
Alul<x) = Z awz(ai](x)am]ul(x))a LS Q7 [ = L... 7k7

i,j=1

przy czym wspolezynniki af; = af; sa klasy C'*7(Q) i spelniaja warunek jednostajnej
silnej eliptycznosci

3

3u>ovl=1,...,kvzeQV5:(§1,52,53)6R3 - Z aéj(l’)ngj = v ‘f|2-
ij=1

Ponadto zakladamy, ze dla nieliniowosci f € C'(R*, R¥) istnieja stale py,...,pr > 0 oraz
q1,---,qr = 0 takie, ze f spelnia warunek wzrostu

k
e 0Yaumtun,e i) o=(on et (@) = FOF < e 3w =l (L +Jul™ + ™) (16)
=1

oraz anizotropowy warunek dysypatywnosci

k
050V, ere D Ji(wuy [u]™ < C. (17)
=1

Jedli chodzi o zaburzenie zalezne od czasu, to zaktadamy, ze

g: R — [L*(Q)]* jest globalnie hélderowsko ciagta z wyktadnikiem 6 € (0, 1] (18)
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oraz istnieje ty < oo takie, ze
sup [|g ()] 2y < o0, (19)
teT

gdzie, jak wyzej, przyjelismy, ze 7 = {t € R: t < ty}.
W szczegdlnosei, jesli k = 2 oraz dla a, 3,7v,0 € Rie > 0 mamy

fl(ula Uz) = auy + 5“? - U? - YUz, f2(U1, Uz) = 0uj — €Uy, (20)

to uktad (15) jest nieautonomicznym zaburzeniem uktadu FitzHugh-Nagumo modeluja-
cego transmisje impulséw nerwowych w aksonach. W tym przypadku, oba zatozenia (16)
i (17) sa spelione z py =4, po =01 ¢1 = ¢2 = q, gdzie ¢ > 0 jest dowolne.
Innym szczegdlnym przypadkiem uktadu (15) jest model reakeji chemicznej z nielinio-
woscig
fl(ul, Ug) = Uy — U?, fg(ul,UQ) = Uil)) — U3. (21)
Wowezas zatozenia (16) i (17) sa spelnione z p; = 4, p, = 0 oraz ¢; = 4, g = =, natomiast
zwyktly warunek dysypatywnosci (¢; = g2 = 0) nie zachodzi, poniewaz Wyrazenle

(ug — u‘f)ul + (u‘f — Up)ug = (U — ul)(u:f — o)

moze przyjmowaé wartosci dowolnie duze.

Rozwazamy (15) jako abstrakcyjny problem Cauchy’ego (8) w przestrzeni X = [L?(2)]*
z F(t,u) = f(u) + g(t), przy czym A jest operatorem sektorialnym w X z dziedzing
D(A) = [H*(Q) N H}(2)]* oraz ma zwarta rezolwente.

Najpierw sprawdzamy w [2, Proposition 3.2], ze F': Rx X2 — X, gdzie X2 = [H}(Q)]*
jest przestrzenia utamkowa, jest dobrze okreslona i spelnia warunek (9), o ile 0 < p; < 4,
l=1,..., k. Zalozenie (10) tatwo sprawdzi¢, bo z (19) wynika, ze

sup || E'(¢, 0) [ 2 e < [ (O)[] 20 + sup lg(@) | z2qr < oo
teT teT

Najtrudniejszym etapem badania uktadu (15) byto wykazanie, ze pod pewnymi wa-
runkami na p; i ¢; spelnione sa zatozenia (11)—(13). Kolejno wykazywaliSmy oszacowanie
a priori
q+2 2

’V (lw ()] 2) dr
12(9)

k
2
S a0l 3 WD

w [2, Proposition 3.5], oszacowanie a priori

=

t k
el 1 [ SNVl dr
=1

w [2, Proposition 3.7] i wreszcie oszacowanie a priori

k
Z [V (t |||L2(Q)

w [2, Proposition 3.8|. Prowadza one do nastepujacego wyniku, w ktérym sprawdzamy
spetnienie zatozen (11)—(13).



Twierdzenie 2 ([2, Corollary 3.9)). Jeslipy < ¢ <4,1=1,...,k iu=(uy,...,u;) jest
X3 rozwigzaniem (15) na [$, tmaz), 10 tmax =00 1 dlat > s, t € T mamy

v,
) ey < @a (Il lagganye Jo~ 7+ Qa_ sup o)z )
TE(—00,lo
gdzie Q1, Q2 sq dodatnimi funkcjami niemalejgcymi, a dla dowolnego T' > 0 istniejq do-
datnie funkcje niemalejgce Q1 = Q1(T), Q2 = Qo(T) takie, ze dla s <t < s+ T zachodzi

[Hy(@))F S @l [Hg ()1 2 (L2(Q)]F )
1 Q 1 +Q P 9

TE[s,5+T]
gdzie \y > 0 jest stalg z nieréwnosci Poincaré.

Wobec powyzszego mozemy zastosowaé Twierdzenie 1. Gléwnym wynikiem pracy [2]
jest zatem twierdzenie [2, Theorem 3.10] o istnieniu eksponencjalnego atraktora typu
pullback oraz globalnego atraktora typu pullback o jednostajnie ograniczonym wymiarze
fraktalnym w przestrzeni [Hg (Q)]* z § € (3,1) dla problemu (15), jesli zachodzg warunki
(16)i(17)z0 < p < ¢ < 4,1 =1,...,k, aniecautonomiczne zaburzenie spetnia (18) i (19).
W szezegdlnosei dotyczy to zaburzenia uktadu FitzHugh-Nagumo (20) i nieliniowosci (21).

Innym zastosowaniem teorii wprowadzonej w [1] jest zagadnienie poczatkowo-brzegowe
typu Dirichleta dla nieautonomicznego réwnania Chafee-Infante postaci

(22)

uy = Apu+ du—b(t)u, t > s, v €Q,
u(s, ) =up(x), € Q, wu(t,x)=0,t>s, x €,

w obszarze ograniczonym 2 C RY, N < 3, o dostatecznie gtadkim brzegu 9%, ktoére
bylto badane wezesniej m.in. w pracy [L-S]. W naszym przypadku zaktadamy, ze A € R,
a funkcja b jest holderowsko ciagta na R z wyktadnikiem 6 € (0, 1] oraz spehia

0<b(t)< M, teR,
z pewnyg stata M > 0. Ponadto, zaktadamy, ze istnieja {5 < oo i m > 0 takie, ze
m<b(t), teT ={teR:t<1}.

Zauwazamy, ze zagadnienie (22) mozna rozwazaé jako abstrakcyjny problem Cau-
chy’ego (8) z A = —Ap w X = L*Q) i dziedzina D(A) = H?*(Q) N H(Q) oraz
F:R x X2 — X dang wzorem F(t,u) = \u — b(t)u3, gdzie X2 = H}(Q), ktéra spet-
nia zalozenia (9) i (10). Aby sprawdzi¢ warunek (14), wykazujemy oszacowanie a priori
w przestrzeni H{(2). Konkretnie, dostajemy

lal) 30y < VT 21+ M () g oy €~ ¢ + R(D),
—)\1 t— T %
R(1) (Alm/ )  tER,

\/(1 + 2[A] + A)AZ|Q|
RO == 5
2)\1m

gdzie

przy czym

9



a A1 > 0 jest pierwsza wartoscig wlasna rozwazanego tu operatora Laplace’a.

Zatem mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie 1 i otrzymaé dla (22) istnienie eksponencjal-
nego atraktora typu pullback oraz globalnego atraktora typu pullback o jednostajnie
ograniczonym wymiarze fraktalnym w przestrzeni Ha° () dla 3 € (3, 1), co stanowi tresé
[2, Corollary 2.1].

Wyniki oméwionej wezesniej pracy [1] zaprezentowatem m.in. podezas ICMC Sum-
mer Meeting on Differential Equations Chapter 2011 w Sao Carlos w Brazylii w 2011
roku. Wtasnie tam nasza konstrukcja wzbudzita zainteresowanie Alexandre Nolasco de
Carvalho i Stefanie Sonner, ktérzy w 2013 roku w pracy [C-S1] uproscili ja i uogélnili.
Po pierwsze, pozwolili, aby proces {U(t,s): t > s} na V byl asymptotycznie zwarty jako
suma U = S + (', gdzie rodzina operatoréw S ma wlasnos¢ wygltadzania wzgledem prze-
strzeni V' i dodatkowej przestrzeni W takiej, ze V' jest w nia zwarto wlozona, natomiast
C jest rodzing kontrakcji w przestrzeni V. Drugim waznym aspektem byto dopuszczenie
zaleznosci zbioru pochtaniajacego By od czasu, a tym samym mozliwa nieograniczonosé
eksponencjalnego atraktora typu pullback rowniez w przesztosci. Jednakze wspomniana
zaleznosé od czasu rodziny pochtaniajacej {B(t): t € R} w pracy [C-S1] nie mogta by¢
wyktadnicza, poniewaz zbiory B(t) mogty rosna¢ w przesztosci jedynie podwyktadniczo.
Usunigcie tego zatozenia stanowi gtéwny wynik mojej pracy [3], ktora stanowi cze$¢ osia-
gniecia naukowego.

W [3] zakladam, ze

(A;) istnieje rodzina niepustych domknietych i ograniczonych podzbioréw B(t), t € R,
przestrzeni Banacha V', ktéra jest podniezmiennicza wzgledem procesu ewolucyjnego
{U(t,s): t > s} naV, tzn. U(t,s)B(s) C B(t), t > s,

(Ay) istnieja to € R, v9 > 01 M > 0 takie, ze
diamy (B(t)) < Me ", t < to,
(A3) w przesztosci rodzina { B(t): t € R} pochtania w sensie pullback wszystkie podzbio-
ry ograniczone V', tzn. dla kazdego zbioru ograniczonego D w V it < ty istnieje

Tp: > 0 takie, ze

U(t,t —r)D C B(t), r > Tpy,
a ponadto funkcja (—oo,tg] 3 t — Tp, € [0, 00) jest niemalejaca dla kazdego takiego
D, wiec, w istocie mamy dla kazdego D ograniczonego w V' it < tg, ze

U(s,s —r)D C B(s), s<t, r>Tpy.

Zauwazmy, ze (Ay) implikuje, iz dla kazdego v > o
diamy (B(t))e" — 0, gdy t — —o0,

co uogdlnia zatozenie uzyte w [C-S1, Definition 3.1]. W szczegdlnosci, powyzsze zatozenia
dopuszczaja wyktadniczy wzrost w przesztosci zbioréw tworzacych rodzine pochtaniajaca
w sensie pullback.

Nastepnie zakladam, ze rodzine operatoréw {U(t,s): to > t > s} mozna przedstawié
jako sume

U(t,s) =C(t,s)+ S(t,s),

gdzie {C'(t,s): tg >t > s} 1{S(t,s): to >t > s} sa rodzinami operatoréw spelniajacych
nastepujace wtasnosci:

10



(H1) istnieje £ > 0 takie, ze C'(t,t —t) sa kontrakcjami na rodzinie pochtaniajacej ze staty
kontrakcji niezalezng od czasu, tzn.

|Ctt = tu—Ct,t =t

HV <Mu—vlly, t <to, u,v € B(t —1),

gdzie 0 < A\ < %e_wg z Yo > 0 pochodzaca z zalozenia (Ay),

(H,) istnieje dodatkowa przestrzen unormowana (W,|-||,;;) taka, ze V jest zanurzona
w sposob zwarty w W, przy czym p > 0 spelnia

lullw < pllully, weV,

natomiast operatory S(t,t — ) maja wlasnos¢ wygtadzania na rodzinie pochtania-
jacej ze stala k > 0, czyli

|S(tt =Bu—St,t =B, <rllu=vlly, t <to, u,v € B(t—1)

W koncu zaktadam réwniez, ze

(H3) proces jest lipschitzowsko ciagly na rodzinie pochtaniajacej, tzn. dla kazdych ¢t € R
is € [t,t+1t] istnieje stata L, s > 0 taka, ze

10 (s, tyu— Uls.t)olly < Lisllu— vl , v € B).

Zalozenie (H3) w istocie implikuje, ze dla kazdych s > t istnieje stata L; s > 0 taka, ze
|\U(s,t)u —Ul(s,t)v|l,, < Lis ||lu—vly, u,v € B(t).

Zwrbéémy uwage, ze zatozenia (A;) 1 (H3) zachodza dla kazdego ¢t € R, podczas, gdy reszta
zatozen spekiona jest tylko w przesztosci, tzn. dla ¢t < .

Gléwnym wynikiem pracy [3] jest twierdzenie o istnieniu eksponencjalnego atraktora
typu pullback przy powyzszych zatozeniach, ktére dopuszczaja w przesztodci wyktadniczy
wzrost rodziny pochtaniajace;j.

Twierdzenie 3 ([3, Theorem 2.2]). Jesli proces {U(t,s): t > s} na przestrzeni Banacha
V spetnia (Ay)-(As) i (H1)-(Hs), to dla kazdego v € (0, 3¢ 70" —\) istnieje eksponencjalny
atraktor typu pullback {M(t) = M”(t): t € R} w 'V o nastepujgcych wlasnosciach:

(a) M(t) jest niepustym i zwartym podzbiorem B(t) dlat € R,
(b) U(t,s)M(s) C M(t), t > s,

(c) wymiar fraktalny zbioru M(t) jest jednostajnie ograniczony pot € R, a mianowicie

di (M) < —In N¥ (B (0))
sup dimy (M(t)) < MOCESy)Eers

gdzie NV (BY (0)) oznacza najmniejszq liczbe kul w W o promieniu %

4
K

1 $rodkach
w By (0) potrzebng do pokrycia kuli jednostkowej BY (0) w V/,
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(d) dla kazdego t € R istnieje ¢; > 0 takie, ze dla kazdego s > max{t — t,0} + 2t
disty (U(t, t — s)B(t — s), M(t)) < cie™0%,
gdzie wy = —3 (ln 2 +AN)+ ’yof) > 0,
(e) dla kazdego 0 < w < wy i kazdego zbioru ograniczonego D C V' mamy

lim e** disty (U(t,t —s)D, M(t)) =0, t € R.

§—00

W [3, Corollary 2.6] sformutowalem ogélniejszy warunek, ktéry moze zastapi¢ wtasnosé
wygladzania (Hy) w Twierdzeniu 3. Mianowicie,

(Hs) istnieje N = N, € N takie, ze dla kazdego t < ty, kazdego R > 0 i kazdego
u € B(t —t) istniejg vy, ...,vy € V takie, ze

S(t,t —t)(B(t —t)N Bf(u)) C UBVR ;).

Oczywidcie istnienie eksponencjalnego atraktora typu pullback pociaga istnienie glo-
balnego atraktora typu pullback o jednostajnie ograniczonym wymiarze fraktalnym. Do-
ktadniej, na podstawie [3, Corollary 2.8] mamy, ze

—In N,
di t di Bt dim ) < - -
sup dim; Y(A®) < < sup dim; Y(wy(B,1)) < < supdi (M) I 200 + V) + 7o

gdzie N, = N¥(BY(0)), o ile zachodzi (Hs), lub N, pochodzi z (H,). Tutaj zbiér wy (B, t)
z B ={B(t): t € R} oznacza zbiér w—graniczny typu pullback dla rodziny B w chwili ¢,

tj.
wy(B,t) = ey J U®E r)B(r).
s<t r<s
[lustracje powyzszych wynikéw teoretycznych stanowi miedzy innymi nieautonomiczne

réwnanie Chafee-Infante rozwazane juz w (22), lecz tym razem z warunkiem brzegowym
typu Neumanna

u = Ayu+ du—b(t)ud, t > s, x €,

%(t,x) =0,t>s, x €0, (23)

u(s, x) = up(x), x € Q,
gdzie  C R¥ jest obszarem ograniczonym o gtadkim brzegu 92 oraz s € R, A > 0, a %
oznacza pochodng normalng wzgledem wersora zewnetrznego 7 na brzegu 0f).

Kluczowymi dla naszej teorii sa wtasnosci czynnika nieautonomicznego, czyli funkcji
b: R — (0,00) klasy C* takiej, ze

(i) lim b(t) =0,

t——o00

(ii) istnieje 01 € R taka, ze < G, t €R,

b(t)
(ili) istnieja v > 0, K > 01ty € R takie, ze b(t) > Ke™! dla t < tg

12



Zwrbéémy uwage, ze nasze zalozenie jest mniej restrykcyjne niz warunek z [C-S2], tj.
lim —— = 0 dla kazdego v > 0.

W szezegdlnosei, w roli funkeji b mozna wziaé b(t) = Ke™' z pewnymi K,y > 0 dla
bardzo ujemnych ¢ i przedtuzy¢ b na prawo tak, by zachodzito (ii).
Aby uzasadnié¢ istnienie procesu ewolucyjnego {U(t,s): t > s} na przestrzeni
_ Ou 1
V=X*Cc{uelC*®Q): —=0nad}z-<a<l,
on 2

bedacej przestrzenia utamkows odpowiadajaca operatorowi:A ~ rozwazanemu w C (ﬁ),
wykazujemy oszacowanie a priori w przestrzeni W = C(f2). Natomiast do uzyskania
rodziny pochtaniajacej w sensie pullback stosujemy metode podrozwigzan i nadrozwigzan.
Sprawdzamy zalozenia Twierdzenia 3 i otrzymujemy

Twierdzenie 4 ([3, Theorem 3.3]). Proces {U(t,s): t > s} na przestrzeni V' generowany
przez (23) ma eksponencjalny atraktor typu pullback {M(t): t € R} wV. W szczegélnoset,
istnieje globalny atraktor typu pullback {A(t): t € R} w V taki, Ze dla kaZdego v €
(0,%6’%0) mamy

A(t) € M(t) = M*(t) C B(t) C B(t), t € R,
gdzie

~ a
By ={ucv: fuly <\, tem
b(t)
za >0 takim, e a®> > A\ + £, natomiast

Bt)=clyU(t,t—1)B(t—1), t € R,
pray czym

2ak (to) 20 20

2ak(t
) e R i diamy(B(1)) ete T t<ty,  (24)

b(t —1) VK

gdzie k: R — (0,00) jest pewng funkcjg niemalejgcq. Ponadto zachodzi oszacowanie

dim¥ (A(t)) < supdimV (M”(t)) < (5O
sup dimy (A()) < sup dimy (M*(1) < — 75

diamy (B(t)) <

N

—InN%,
K(tg

Zauwazmy, ze jesli warunek poczatkowy ug jest dodatnig funkcja stata, to nastepujaca
funkcja niezalezna od x

oy o

(U(t,S)u0)<l’> = s t=>s, v € Q;
\/62’\%52 +2 L e Th(1)dT

jest rozwiagzaniem problemu (23). Poniewaz A(t) przyciaga w sensie pullback singleton
{up} dla kazdego t € R oraz U(t, s)ug — &(t) w V, gdy s — —o0, gdzie
ot B

= , x €,
V2 S e7b(r)dr

13
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wiec mamy £(t) € A(t). Rozwiazanie zerowe problemu (23) réwniez nalezy do A(t), stad

e)xt

\/2 [t e?b(r)dr

Jesli A > 0, to z (i) wynika, ze

diamy (A(t)) — oo 1 diamy (M(t)) — oo, gdy t — —o0.
W szezegblnym przypadku, gdy b(t) = Ke™' t < to, ze stalymi v, K > 0, mamy z (24)

2+ : : 2ak(ty) w0 _w
QK%G 2t < diamy (A(t)) < diamy (M (1)) < \/(ﬁo)e T2t t < o,

co pokazuje, ze A(t) i M(t) rosna wyktadniczo w przeszlosci.
W pracy [3] rozwazam takze ogdélne réwnania reakcji-dyfuzji postaci

{ut_Au+f(t,u):g(t), t>s, xell (25)

u(s,x) =up(x), x € Q, wu(t,x) =0, t>s,x €I,

w obszarze ograniczonym 2 C RY o gladkim brzegu 0. Zakltadam przy tym, ze f €
CHR* R), g € L} (R, L?(Q)) i istnieja stale p > 2, C; > 0,47 = 1,...,5 takie, ze zachodzi

loc
warunek wzrostu

Ch |u|p — (5 < f(t, U)U < s |U|p +Cy, ue R, teR, (26)
a pochodna nieliniowosci wzgledem u jest ograniczona z dotu
fult,bu) > —C5, ue R, teR, f(t,0)=0,teR (27)

Problem ten byt badany w wielu pracach w roéznych aspektach. Jesli chodzi o istnienie
globalnego atraktora typu pullback, to zostalo ono uzyskane w przestrzeni Hj () w pracy
[L-Z], gdy f nie zalezy od czasu, a ¢ ma wyktadnicze oszacowanie postaci

lg(#)72) < Moe™, t € R, (28)

z wyktadnikiem 0 < a < Ay i My > 0, gdzie A\; > 0 jest pierwsza wartoscia wtasng
rozwazanego operatora Laplace’a z warunkiem Dirichleta. Pézniej ten sam rezultat zostat
otrzymany w pracy [LU] (por. tez [SO]) pod ogdlniejszym zalozeniem niz (28):

t
/ 1% |g(s)|[22(0 ds < o, 1 € R.

Jedli chodzi o jednostajne ograniczenie wymiaru fraktalnego globalnego atraktora typu
pullback, to zostato ono wykazane w przestrzeni L*() w pracy [C-L-V], ale jedynie pod
dodatkowym zatozeniem o spelnieniu przez f globalnego warunku Lipschitza ze stalg
zalezna od czasu, tzn. gdy istnieje dodatnia i niemalejaca funkcja £: R — (0, 00) taka, ze

|f(r,u) — f(r,0)| <E&@) |lu—v], 7 <t, u,v €R, (29)
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oraz pod zalozeniem potegowego wzrostu perturbacji g, tzn. gdy istnieja state a,b > 0
ir > 0 takie, ze
Hg<t>HL2(Q) <alt]"+0b, t eR.

W swojej pracy [3] jako zalozenia o f przyjatem (26), (27) oraz (29). Dla funkcji g dopu-
Scitem jednak nawet wzrost wyktadniczy poprzez zatozenie (28).

Pod przyjetymi zalozeniami sprawdzilem zalozenia abstrakcyjnej teorii z [3, Corollary
2.6], w tym warunek (H,), i wykazalem w [3, Theorem 4.3], ze rozwazany problem (25)
generuje proces ewolucyjny w przestrzeni H}(Q) (oraz w L*(Q)), ktéry posiada ekspo-
nencjalny atraktor typu pullback {M(t): t € R} w HJ (), ktérego sekcje sa niepustymi
zwartymi podzbiorami H}(2) i ich $rednice sa ograniczone przez funkcje wykladnicza
z wykladnikiem £ [t]. Jesli wybra¢ { > 01ty < 0, a przez A, oznaczy¢ ciag wartosci
wlasnych rozwazanego tutaj operatora Laplace’a, to istnieje n € N takie, ze zachodzi
nieréwnos¢ ) N

o= (e R AT (1)) < gemE (30)

Wowcezas otrzymujemy explicite oszacowanie wymiaru fraktalnego M(t) = M"(t)

.

L HYQ) () o —nln (1420 le2h €0
sup dim T MIO) S o )+ o (31)
dla wszystkich dostatecznie matych v. Rodzina {M(t): t € R} w tempie wykladniczym
przycigga w sensie pullback kazdy zbiér ograniczony w L?(Q) wzgledem podtodlegtodci
Hausdorffa w H} (). Ponadto, proces ma globalny atraktor typu pullback {A(¢): t € R}
w H}(Q) o jednostajnie ograniczonym wymiarze fraktalnym przez oszacowanie z (31),
co, w szczegdlnosci, poprzez uzyte zatozenie (28) stanowi uogdélnienie wynikéw z pracy
[C-L-V]. Warto na koniec zauwazy¢, ze z nieréwnosci (31) wynika po dalszym szacowaniu
i przejsciu w granicy z v do 0, ze

sup dim?‘%(ﬂ)(A(t)) < n,
teR

gdzie n € N spetnia (30).

Wyniki badan dotyczacych eksponencjalnych atraktorow typu pullback, a zwtlaszcza
rezultaty swojej pracy [3], prezentowalem podczas odczytéw na miedzynarodowych kon-
ferencjach naukowych w Brazylii, Niemczech i Hiszpanii w 2014 roku. Zaanonsowatem je
rowniez podczas odczytu na zaproszenie Centro de Matematica da Universidade do Porto
w Portugalii w 2013 roku.

Globalne atraktory dla impulsywnych ukladéw dynamicznych

W 2014 roku w ramach programu Brazilian-European Partnership in Dynamical Sys-
tems (BREUDS) odbylem miesieczny staz w Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computagao Uniwersytetu Sao Paulo w Sao Carlos, gdzie wspélnie z Alexandre Nolasco
de Carvalho i Matheusem Bortolanem zajeliSmy si¢ badaniem asymptotyki impulsywnych
uktadow dynamicznych. Wspoélnie stworzylismy nowe pojecie globalnego atraktora dla ta-
kich uktadéw i wraz z Everaldo de Mello Bonotto przygotowalismy artykut [4], ktéry jest
czescig osiggniecia naukowego.
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Teoria impulsywnych uktadéw dynamicznych opisuje zjawiska, w ktorych ciggta ewo-
lucja uktadu jest przerwana naglg zmiang stanu. W uktadach, ktorymi sie zajmowalidmy,
zmiany te zaleza od stanu uktadu, a nie zachodza w jawnie zdefiniowanych momentach.
Mozliwymi zastosowaniami sg na przyktad modele typu Lotki-Volterry z odtawianiem
(odstrzalem) w zaleznosci od stanu populacji. Inspiracja do naszych badan byta praca
[B-D|, w ktérej autorzy starali sie uzyé standardowej definicji globalnego atraktora do
probleméw z impulsami, pomijajac przy tym ogromng klas¢ impulsywnych uktadéw dy-
namicznych.

Matematyczne podstawy wspomnianej teorii pochodza z prac K. Ciesielskiego (np.
[CI1]) i S. Kaula (np. [KA]), z ktérych zaczerpneliSmy uzywane przez nas pojecia sekcji
i tuby. Impulsywny uktad dynamiczny sktada sie z ciagtej pétgrupy {m(¢): t > 0} na prze-
strzeni metrycznej (X, d), niepustego domknietego podzbioru M C X, zwanego zbiorem
impulsywnym, takiego, ze dla kazdego x € M istnieje €, > 0 taki, ze

Fz,0,e,)nM=0 i |J {z(®)x}nM =0, (32)

te(0,e4)

gdzie
F(D,J) = ()™ (D), D C X, J € [0,).
ted
oraz z ciaglej funkcji 1: M — X, zwanej funkcja impulsywna. Warunek (32) oznacza
pewnego rodzaju transwersalnosé¢ potgrupy wzgledem zbioru M.
Definiuje si¢ funkcje ¢: X — (0, 0o] najmniejszego dodatniego czasu dotarcia punktu
x € X do zbioru M wzorem
s, jeslim(s)re Min(t)r ¢ M dla0 <t <s,
P(z) = (s) W)z ¢ (33)
00, jeshi Upso{m(®)x} N M = 0.

Funkcji impulsywnej I uzywa sie do konstrukeji potgrupy impulsywnej {7 (¢): ¢ > 0} na
X, ktora poza spelnieniem warunkéw

7(t+s) = 7()7(s), t,s >0, 7(0) = Id,

zwykle nie jest ciagta. Trajektoria impulsywna ¢t +— 7(t)x punktu x € X pokrywa sie
z trajektoria t +— 7(t)x az do pierwszego dotarcia do zbioru M, po czym nastepuje skok
przy uzyciu funkcji I: M — X iz nowego punktu ewolucja przebiega znéw zgodnie z pol-
grupg {m(t): t > 0} az do ponownego dotarcia do zbioru M, itd. (por. szczegbly w [4]).
W pracy zaktadamy, ze pétgrupa {7(t): t > 0} jest dobrze zdefiniowana, co zachodzi na
przyklad, gdy ¢(z) > £ > 0 dla kazdego z € I(M).

Juz prosty przyktad [4, Example 1.5] pokazuje, ze wymagania odnosnie atraktora
z pracy [B-D] sa zbyt restrykcyjne. Wprowadzamy nowa definicje globalnego atraktora
dla impulsywnego uktadu dynamicznego (X, m, M, I).

Definicja 5 ([4, Definition 1.6]). Podzbiér A C X nazywamy globalnym atraktorem dla
impulsywnego uktadu dynamicznego (X, 7, M, I), jesli spelia on nastepujace warunki:

(i) A jest prezwarty (tzn. zwarty po domknieciu w X)i A =clxy A\ M,

(ii) A jest T—niezmienniczy, tzn. 7(t)A = A, t > 0,
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(iii) A 7—przyciaga kazdy zbior ograniczony B w X, tj.

distx (7 (t)B,.A) = sup igf d(7(t)x,y) — 0, gdy t — oc.
zeBY

Latwo wida¢, ze tak okreslony obiekt jest jednoznacznie wyznaczony. Ponadto, przy
tak postawionej definicji uktad z [4, Example 1.5] posiada globalny atraktor o niespoty-
kanych wtasnos$ciach w przypadku cigglych potgrup: atraktor nie jest spdjny, sktada sie
z dwoch izolowanych zbioro6w niezmienniczych - orbity okresowej i punktu stacjonarne-
go, bez orbity taczacej je w atraktorze, a orbity osiggaja orbite okresowa w skonczonym
czasie. To sprawia, ze takie obiekty warto doktadniej badac.

Celem pracy [4] byto stworzenie odpowiednikéw znanych klasycznych twierdzen dla
globalnych atraktoréw z Definicji 5 dla impulsywnych uktadéw dynamicznych.

Pokazaliémy w [4, Proposition 4.3|, ze atraktor sklada sie z punktéw, przez ktére
przechodzi ograniczona pelna 7—orbita, co odpowiada [C-D, Corollary 1.1.1 (iii)].

Podobnie w [4, Proposition 4.4] wykazalidmy, ze globalny atraktor jest suma impulsyw-
nych zbioréw w—granicznych (por. [4, Definition 3.1 i Lemma 3.2]) podzbioréw ograniczo-
nych w X z wyrzuconymi punktami z M. Jest to odpowiednik rezultatu [C-D, Corollary
1.1.1 (i)].

W [4, Proposition 4.5] zaobserwowaliSmy, ze globalny atraktor dla impulsywnego ukta-
du dynamicznego jest minimalny wsrod wszystkich podzbioréw K C X spelniajacych
K = clx K\ M, ktore T—przyciggaja wszystkie ograniczone podzbiory X, co przypomina
obserwacje [C-D, Observation 1.1.3].

Gléwnym wynikiem pracy jest twierdzenie [4, Theorem 4.7], w ktérym dowodzimy
istnienia globalnego atraktora dla silnie dysypatywnych impulsywnych uktadéow dyna-
micznych. Stanowi ono odpowiednik twierdzenia [RO, Theorem 10.5].

Definicja 6 (][4, Definition 4.6]). Impulsywny uktad dynamiczny (X, 7, M, I') nazywamy
silnie dysypatywnym, jesli istnieje niepusty prezwarty zbiér K w X taki, ze K " M = (),
ktory m-pochtania wszystkie zbiory ograniczone w X, tzn., dla kazdego zbioru ograniczo-
nego B w X istnieje tp > 0 takie, ze 7(t)B C K dla wszystkich t > tp.

Twierdzenie 7 ([4, Theorem 4.7]). Niech (X, m, M, I) bedzie silnie dysypatywnym impul-
sywnym uktadem dynamicznym z ™—pochtaniajgcym zbiorem prezwartym K, spetniajgcym
I(M)N M =0 oraz takim, ze kazdy punkt z M spelnia warunek (SSTC) (zob. szczego-
ty w [4, Definition 2.3]) i zachodzi ¢(z) > & > 0 dla wszystkich z € I(M). Wéwczas
(X, m, M, I) posiada globalny atraktor A i zachodzi

A=o(K)\ M. (34)

Dowdéd Twierdzenia 7 sprowadza sie do zweryfikowania wtasnosci z Definicji 5 dla zbio-
ru okreslonego w (34). Nie jest to bynajmniej zadanie tatwe i wymaga rozbudowania teorii
impulsywnych zbioréw w—granicznych, co czynimy w trzeciej zasadniczej czesci pracy [4].
Pierwszym krokiem jest wykazanie podniezmienniczosci zbioréw postaci @(B) \ M, co
robimy w [4, Proposition 3.7] pod zalozeniem spelnienia przez punkty z M tzw. silnego
warunku tuby (STC), pochodzacego z prac K. Ciesielskiego i S. Kaula (por. [4, Definition
2.3]). Warunek ten gwarantuje miedzy innymi pétciagtosé z géry funkcji ¢ w X i jej cia-
gltos¢ w X \ M (por. [CI2, Theorem 3.8]). Duzo trudniej jest wykaza¢ nadniezmienniczo$¢
zbioréw postaci w(B) \ M. W tym celu zasugerowalem wprowadzenie specjalnego silnego
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warunku tuby (SSTC) z [4, Definition 2.3], co pozwolito udowodni¢ nadniezmienniczosé
([4, Proposition 3.12]) jak i 7—przyciaganie przez zbiory postaci @(B)\ M ([4, Proposition
3.14]).

Ostatnia czwarta cze$é pracy [4] zostata napisana wraz z Everaldo de Mello Bonotto
i zawiera ilustracje przedstawionej teorii dla uktadow réwnan rozniczkowych zwyczajnych
na plaszczyznie, ukladéw autonomicznych w R¥ oraz dla nieliniowych réwnan reakcji-
dyfuzji z warunkiem brzegowym Dirichleta. Zagadnienie dla uktadéw planarnych, choé
bardzo proste, pokazuje, ze nasze abstrakcyjne zatozenia mozna zweryfikowaé¢ w konkret-
nych przypadkach. Dla ukltadéw réwnan zwyczajnych w RY jak i zagadnieft poczatkowo-
brzegowych dla rownan reakcji-dyfuzji postaci

up — Au = f(u), t >0,
u’aQ =0,t>0, U(O) =Ug € LQ(Q>,

z funkcjg impulsywna, formutujemy warunki wystarczajace na to, aby generowane im-
pulsywne uktady dynamiczne byty silnie dysypatywne i w mysl Twierdzenia 7 posiadaty
globalne atraktory w sensie Definicji 5.

Oméwione powyzej wyniki pracy [4] zaprezentowatem podczas odczytéw na VII Sym-
posium on Nonlinear Analysis na Uniwersytecie Mikotaja Kopernika w Toruniu w 2015
roku oraz na 6th IST-IME Meeting w Lizbonie w 2016 roku. Przedstawitem je rowniez
podczas odczytu na zaproszenie Wydziatu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwer-
sytetu Warszawskiego w 2015 roku.

Praca [4] stanowi podstawe do badania strukturalnej stabilnosci dla impulsywnych
uktadéw dynamicznych. W pracy [12] wykazujemy, ze, pod pewnymi kolektywnymi wa-
runkami tuby, globalne atraktory A,, n € [0,1], dla rodziny impulsywnych uktadéw dy-
namicznych (X, m,, M,, I,), n € [0,1], zachowuja si¢ w sposéb polciagly z gory w n = 0,
tzn.

lin% distx (A, Ag) = 0. (35)
’n—)
Aspekty strukturalnej stabilnosci

Praca [5], ktéra stanowi cze$¢ osiagniecia naukowego, zostata napisana przeze mnie
wspolnie z Carlosem Rochg podczas mojego stazu postdoktorskiego w Instituto Superior
Técnico w Lizbonie w latach 2005-2007. Dotyczy ona transwersalnosci rozmaitosci sta-
bilnych i niestabilnych hiperbolicznych orbit okresowych dla skalarnych rownan reakcji-
dyfuzji z okresowym warunkiem brzegowym.

Pojecie transwersalnosci rozmaitosci niezmienniczych elementéw krytycznych odgrywa
wazng role w twierdzeniach dotyczacych wtasnosci typowych, tzn. zachodzacych w zbiorze
rezydualnym, czyli przeliczalnym przekroju gestych zbiorow otwartych. Przyktadem jest
tutaj twierdzenie Kupki-Smale’a (por. [P-M, Chapter 3], [SZ, Twierdzenie 3.7.1]) o re-
zydualnodci zbioru tzw. pol wektorowych Kupki-Smale’a w przestrzeni pol wektorowych
klasy C", r > 1, na zwartej rozmaitosci rézniczkowej. Przypomnijmy, ze pole wektoro-
we X na zwartej rozmaitos$ci rozniczkowej ma wilasnosé Kupki-Smale’a, jesli wszystkie
punkty krytyczne i orbity okresowe dla X sa hiperboliczne, a ich rozmaitosci niezmienni-
cze przecinajg sie transwersalnie. Transwersalno$é rozmaitosci niezmienniczych elementow
krytycznych jest rowniez podstawsg twierdzen o strukturalnej stabilnosci. Méwimy, ze pole
wektorowe X klasy C”, r > 1, na zwartej rozmaitosci rozniczkowej M jest strukturalnie
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stabilne, jesli istnieje otoczenie U pola X takie, ze kazde pole Y € U jest topologicznie
rownowazne X, czyli istnieje homeomorfizm rozmaitosci M, ktéry przeprowadza orbity
X na Y z zachowaniem ich orientacji. Mowimy, ze (por. [P-M, Chapter 4]) pole wekto-
rowe X klasy C", r > 1, na M jest polem Morse’a-Smale’a, jesli X ma skonczenie wiele
elementow krytycznych, ktore wszystkie sg hiperboliczne, ich rozmaitosci niezmiennicze
przecinaja sie transwersalnie, a zbior punktow niebtadzacych jest suma elementéw kry-
tycznych. J. Palis i S. Smale wykazali w [PA], [P-S], ze pola Morse’a-Smale’a tworza zbior
otwarty w przestrzeni pél wektorowych klasy C”, » > 1, na M i sg strukturalnie stabilne.

Dla potgrup twierdzenie o A-strukturalnej stabilnosci pétgrup Morse’a-Smale’a zostato
wykazane przez W.M. Olive (por. [OL], [H-M-O, Chapter 6]). Zaktada si¢, ze F jest
przestrzenig topologiczng parametréw potgrup {T4(t): ¢ > 0} klasy C* na przestrzeni
Banacha X, ktore maja globalne atraktory A; w X, odwzorowanie F 3 f — Ay € X jest
potciagte z gory oraz Ty(t)|a, 1 DT(t)|a,p1,) sa réznowartoéciowe dla t > 0. Wéréd f €
F wyrozniamy f € MS, dla ktérych potgrupa {Tr(t): t > 0} na X jest potgrupa Morse’a-
Smale’a, tzn. ma ona skoriczenie wiele elementéw krytycznych (punktéw stacjonarnych
i orbit okresowych), ktére wszystkie sa hiperboliczne, a ich suma tworzy zbiér punktow
niebtadzacych, a takze niestabilne rozmaitosci elementow krytycznych maja skonczony
wymiar i przecinaja sie transwersalnie z lokalnymi rozmaito$ciami stabilnymi. Wéwczas
zbior M S jest otwarty w F oraz kazde f € MS jest A-strukturalnie stabilne, czyli istnieje
otoczenie U parametru f € F takie, ze dla kazdego ¢ € U mamy homeomorfizm h =
h(g): Ay — A, przeprowadzajacy orbity w A na orbity w A, z zachowaniem orientacji.

Jedne z pierwszych przyktadéw nieskonczenie wymiarowych potgrup Morse’a-Smale’a
generowanych przez réwnania rozniczkowe czastkowe pochodza z prac D. Henry’ego [HE2]
i S. Angenenta [AN1] i dotycza skalarnych semiliniowych réwnan parabolicznych z wa-
runkami brzegowymi typu Dirichleta lub Neumanna, dla ktorych elementami krytycznymi
sa jedynie rozwiazania stacjonarne. W szczegélnosci dotyczy to réwnania Chafee-Infante.
Problem automatycznej transwersalnosci przecie¢ rozmaitosci niezmienniczych dla punk-
téw stacjonarnych rozwazany byt réwniez w pracy [C-C-H] dla nieautonomicznego (okre-
sowego w czasie) skalarnego semiliniowego réwnania parabolicznego z nieliniowoscig za-
lezna jedynie od czasu, zmiennej przestrzennej i rozwigzania oraz z jednorodnym warun-
kiem brzegowym Dirichleta, a takze dla probleméw w symetrycznych obszarach w RY
w pracy [PO]. W pracy [F-O] wykazano automatyczna transwersalno$é rozmaitosci nie-
zmienniczych dla punktéw stacjonarnych i orbit okresowych w przypadku specjalnych klas
uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

W naszej pracy [5] rozwazamy nastepujace skalarne réwnanie reakcji-dyfuzji z okre-
sowymi warunkami brzegowymi, a nieliniowo$é¢ f: S* x R x R — R zalezy od x € S*,
rozwigzania u i jego pochodnej przestrzennej, tzn.

{ut = Upe + f(z,u,u,), T € S =R/27Z,

u(0,2) = up(x), v € S*. (36)

Zaktadamy, ze f jest klasy C? i ma podkwadratowy wzrost wzgledem u,, tzn.
istnieje 0 < v < 2 i istnieje funkcja ciagla k: [0,00) — [0, 00) takie, ze
\f(z,y,2)| < k(r)(1+12]"), (z,y,2) € S* x [-r,7] x R dla kazdego r > 0,
oraz spetnia warunek dysypatywnosci

yf(z,y,0) <0, (v,y) € S* xR, |y| > K dla pewnego K > 0.
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Jesli ustalimy o € (%, 1), to przestrzen utamkowa X* = H?*(S') odpowiadajaca

operatorowi Au = —ug, +u w L?(S') zanurza si¢ w przestrzen funkcji klasy C! na okregu.
Dzieki zatozeniom o f, kazde X rozwiazanie problemu (36) istnieje globalnie w czasie
i mozemy skonstruowaé pétgrupe {T'(t): t > 0} globalnych X rozwiazan. Pétgrupa ta jest
zwarta i punktowo dysypatywna, wiec posiada globalny atraktor A w X<, ktory jest sumg
wszystkich ograniczonych pelnych orbit, tj. okreslonych na R. Ponadto w [5, Section 3]
pokazujemy, ze kazdy operator T'(t) jest réznowartosciowy, linearyzacja wokot kazdego
rozwigzania definiuje liniowy proces ewolucyjny na X ztozony z operatoréw zwartych
1 ograniczonych, przy czym kazdy taki operator jest réznowartosciowy i ma gesty zbior
wartosci.

Majac globalny atraktor chcielibySmy poznaé jego budowe. W pracach [A-F] i [F-R-W]
wykazano, ze jesli nieliniowos¢ f nie zalezy explicite od x, to atraktor sktada sie wytgcznie
z punktéw stacjonarnych i tzw. fal obracajacych sie, tzn. orbit rozwigzan okresowych
postaci

u(t,z) =v(r —ct), t €R, 2 € S' z pewnym ¢ # 0,

oraz polaczen heteroklinicznych miedzy tymi elementami krytycznymi, o ktorych zakta-
da sie, ze wszystkie sa hiperboliczne. Jednakze z pracy [S-F| wynika, ze w przypadku,
gdy nieliniowo$¢ f zalezy jawnie od x, w atraktorze moga pojawi¢ sie réwniez orbity
homokliniczne. Pierwszym celem naszej pracy [5] byto wykazanie, ze takie homoklinicz-
ne potaczenie nie moze wystepowaé dla hiperbolicznej orbity okresowej. Drugim byto
udowodnienie, ze je$li mamy dwie rozne hiperboliczne orbity okresowe, to ich stabilne
i niestabilne rozmaitos$ci przecinaja sie transwersalnie, tzn. przestrzenie styczne do tych
rozmaitosci w kazdym punkcie przecigcia dopetniaja si¢ do catej przestrzeni X .

Glownym narzedziem stosowanym w dowodach jest tzw. teoria liczby zer funkcji klasy
C' rozwinieta przez H. Matano [MA] (zob. tez [B-F], [AN2]) a nawigzujaca do klasycznych
wynikow C. Sturma [ST]. Jesli przez z(p) oznaczyé (parzysta) liczbe zmian znaku funkcji
¢: ST — R klasy C', to (por. [5, Lemmas 3.1, 3.2] i [M-N, Lemmas 3.2, 3.4]) majac dwa
rézne X rozwiazania problemu (36) na przedziale J, ich réznica v(t) = u(t) — ua(t),
t € J, spetnia warunki:

(i) z(v(t)) jest liczba skonczong dla kazdego t € J,
(ii) z(v(t)) jest funkcja nierosnaca zmiennej t na J,
(iii) z(v(t)) silnie maleje w t = ty wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zg € S* takie, ze

U(to)(x()) = O, (9111(250)(1:0) =0.

Drugim waznym elementem naszych rozwazan sa wtasnosci spektralne tzw. odwzo-
rowania okresu (por. [HE1, Definition 7.2.1], [5, Section 4]) 7|, dla linearyzacji naszego
rOwnania wokot rozwiazania okresowego p o okresie w > 0 wyznaczajacego orbite okreso-
wa II. Operator T,, odpowiada macierzy monodromii dla liniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych o wspotczynnikach okresowych. Podobnie jak w klasycznej teorii, jego war-
tosci wlasne nazywamy mnoznikami charakterystycznymi. Jesli ustawié¢ je w ciag {\;};>o
tak, aby pojawialy sie w nim zgodnie z krotnos$ciami algebraicznymi i byty uporzadko-
wane poprzez nieréwnos$¢ |Ajy1| < |A;], to na mocy pracy [A-F| mamy, ze dla wszyst-
kich j > 0 zachodzi |Agjt1]| < |A2j|. Innymi stowy, oznaczajac przez E;(II) rzeczywista
uogélniona podprzestrzen wlasna odpowiadajaca {Agj—1,A2;} dla j > 11 przez Ey(II)
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rzeczywista podprzestrzen wlasng odpowiadajaca izolowanej wartosci wtasnej Ao, wiemy,
ze dim Ey(II) = 11 dim E;(II) = 2, j > 1. Ponadto, z [A-F, Theorem 2.2] wynika, ze
kazda funkcja niezerowa ¢ € E;(II), j > 0, ma tylko zera pojedyncze i z(¢) = 2j.

Wyrdzniamy elementy spektrum lezace wewnatrz kota jednostkowego, na okregu jed-
nostkowym i na zewnatrz kota jednostkowego. Liczbe tych ostatnich liczonych z krotno-
Sciami oznaczamy przez (1) i nazywamy indeksem Morse’a orbity okresowej II.

Badamy sytuacje, w ktorej orbita okresowa II jest hiperboliczna, czyli odpowiadaja-
ce jej odwzorowanie okresu 7T, ma jako mnoznik charakterystyczny jedynke, ktéra jest
wartoscia wtasna pojedynczg i jedyna na okregu jednostkowym. Odpowiada jej funkcja
wtasna p;(0).

Najpierw rozwazamy lokalna stabilng rozmaito$¢ W (I1) dla hiperbolicznej orbity
okresowej IT o okresie w > 0. Gtéwnym wynikiem tej czesci jest [5, Theorem 5.2].

Twierdzenie 8. Dla warunku poczgtkowego uy € W _(II) \ II istnieje faza a € 11 oraz
Kk > 0 takie, ze
Jim e T (t)uo — T(t)al| ya =0

oraz, dla 2N = z(p;(0;a)) z p(t;a) = T(t)a, mamy

i(IT) + 1 = 2N, jesli i(Il) = 2N — 1,

37
i) +2=2N+2,  jesli i(Il) = 2N. (37)

z(up — a) > {
Nastepnie badamy niestabilng rozmaito$¢ W*(II) i podobnie jak poprzednio otrzymu-
jemy nastepujacy rezultat w [5, Theorem 6.2].

Twierdzenie 9. Dia kazdego uy € W*(I1) \ I istnieje faza a € 11 oraz ' > 0 takie, Ze

=0
X«

. I
lim et
t—oo

oraz, dla 2N = z(p;(0;a)) z p(t;a) = T(t)a, mamy

T(t) " up — T(t) "l

i) —1=2N—2,  jesli i(Il) =2N — 1,

i(I1) = 2N, jesli i(I1) = 2N. (38)

z(ug — a) < {

Oba te wyniki prowadza do wykluczenia istnienia homoklinicznej orbity dla hiper-
bolicznej orbity okresowej. Istotnie, rozwazmy dwie (niekoniecznie rézne) hiperboliczne
orbity okresowe IT~ i IT* o okresach w™ > 0 iw™' > 0, odpowiednio. Zaktadamy, ze istnieje

punkt
ug € (WH(II7) N Wi (IT)) \ (IT” U IIY).

W szcezegdlnosei, jesli II™ = ITT, to g lezy na orbicie homoklinicznej dla orbity okresowej.
7 powyzszych twierdzen wynika, ze istnieja odpowiednie fazy a®* € II* i odpowiednie
rozwiazania okresowe p* takie, ze

Hu(t; ug) — pH(t; a+)Hxa — 01 Hu(—t; w) —p (—t; a_)HXa — 0, gdy t — oc.

Ponadto, zachodzi

2(ug —a”) > z(ug — a™),
co wraz z oszacowaniami (37) i (38) dla orbit IT* prowadzi do jednego z dwéch gléwnych
wynikow pracy [5].
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Twierdzenie 10 ([5, Theorem 7.3]). Oznaczajgc 2N* = z(pf(0; a™)), zachodzq nierdw-
nosci
N™>N" oraz i(II") > i(IT") + 1,

co wyklucza istnienie homoklinicznego polgczenia dla hiperbolicznej orbity okresowej dla
(36). Ponadto, jesli i(II") = 2N, to zachodzi nawet

N- >N +1.

Drugim gtéwnym wynikiem pracy [5] jest automatyczna transwersalno$é przeciecia
rozmaitodci niestabilnej i rozmaitosci stabilnej dla dwoéch réznych hiperbolicznych orbit
okresowych dla problemu (36) uzyskana w [5, Theorem 8.2].

Twierdzenie 11. Stabilna i niestabilna rozmaitosé dla dwoch hiperbolicznych orbit okre-
sowych II% dla problemu (36) majq transwersalne przecigcie

WH(IT™) M Wi, (IF),
tzn. jesli ug € T(T)WE.(II7) N WE(IT1) dla pewnego 7 > 0, to
Ty T(T)Wioe(MI7) + Ty Wi, (TI7) = X

Dow6d opiera sie na ideach pochodzacych z pracy [C-C-H]. Oznaczamy odpowiednie
fazy przez a* jak powyzej, a rozwigzania okresowe przez p*. Niech 2N* beda liczbami zer
funkcji wtasnych odpowiadajacych mnoznikom charakterystycznym 1. W dowodzie uzy-
wamy nastepujacej obserwacji: dla niezerowych funkcji z podprzestrzeni stycznej w ug do
lokalnej rozmaitosci stabilnej dla IIT liczba zer jest wicksza lub rowna 2N *. Ponadto, ist-
nieje podprzestrzen W™ przestrzeni stycznej w ug do lokalnej stabilnej rozmaitosci orbity
IT" kowymiaru 2Nt + 11 z liczbg zer wickszg lub réwng 2N + 2. Nastepnie rozwazamy
dwa przypadki w zaleznosci od indeksu Morse’a dla orbity ITT. Niech ¢(TIT) = 2N+ — 1.
Woéwezas kowymiar lokalnej rozmaitosci stabilnej wynosi 2Nt — 1. Poniewaz na mocy
Twierdzenia 10 mamy N~ > N, wiemy, ze suma prosta Eo®...® Eyn+_; podprzestrzeni
odpowiadajacych punktowi a~ jest podprzestrzenig przestrzeni stycznej do rozmaitosci
niestabilnej dla II™ w a™. Ponadto, liczba zer dla niezerowych funkcji z tej przestrzeni nie
przekracza 2N+ — 2. Poniewaz jestedmy na C! podrozmaitodci X@ i ciag u(—mw™) zmie-
rza do a”, gdy m — oo, wiec istnieje dla duzych m podprzestrzen przestrzeni stycznej
w u(—mw™) do rozmaitosci niestabilnej o tym samym wymiarze i tym samym oszacowaniu
dla liczby zer. Nastepnie poruszamy sie do punktu ug uzywajac operatorow ewolucyjnych
dla linearyzacji wokot rozwigzania taczacego u. Poniewaz te operatory sg roznowarto$ciowe
i nie powigkszaja liczby zer, otrzymujemy podprzestrzen przestrzeni stycznej do rozma-
itosci niestabilnej w uy 0 wymiarze rownym kowymiarowi lokalnej rozmaitosci stabilne;j.
Dodatkowo, przestrzen ta ma trywialny przekrdj z przestrzenia styczna do rozmaitosci sta-
bilnej w ug dzigki oszacowaniom liczby zer. Pokazuje to, ze w tym przypadku przestrzenie
styczne dopetniajg sie do calej przestrzeni X°.

Analiza przypadku, gdy i(IIT) = 2N* jest podobna, ale tym razem uzywamy nie-
réwnoéci N~ > Nt + 1 z Twierdzenia 10 i z przestrzeni stycznej do lokalnej rozmaitosci
stabilnej w ug wybieramy podprzestrzen W o kowymiarze 2N+ + 1. Ponownie impli-
kuje to, ze przestrzenie styczne dopelniaja sie do caltej przestrzeni X< réwniez w tym
przypadku.
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Powyzsze wyniki pracy [5] przedstawitem miedzy innymi na konferencji ICMC Summer
Meeting on Differential Equations 2008 Chapter na Universidade de Sao Paulo w Sao Car-
los w Brazylii. Podczas tej konferencji R. Joly wygtosit odczyt o wynikach jego wspolnych
badan z G. Raugel, opublikowanych pdzniej w pracy [J-R1]|, w ktérym przedstawil do-
wod typowosci hiperbolicznosci punktéw stacjonarnych i orbit okresowych dla skalarnych
réwnan parabolicznych postaci (36) z f z przestrzeni F = C%*(S! x R x R, R) wyposa-
zonej w topologie Whitneya (zob. [J-R1, Theorem 1.2]). We wspdlnej rozmowie czworga
autorow zorientowali$émy sie, ze rozumowanie, ktére opisatem powyzej, daje sie natych-
miast zastosowa¢ do przypadku przeciecia rozmaitosci stabilnej i niestabilnej, gdy jednym
z elementoéw krytycznych jest hiperboliczny punkt stacjonarny, a drugim hiperboliczna
orbita okresowa. Zatem réwniez w tym przypadku zachodzi automatyczna transwersal-
no$¢ rozmaitosci niezmienniczych, co zostato pdzniej opublikowane w [J-R2, Theorem 4.2].
W [J-R2] wykazano dla (36) réwniez automatyczna transwersalnosé rozmaitosci niezmien-
niczych hiperbolicznych punktéw stacjonarnych o réznych indeksach Morse’a oraz fakt, ze
brak potaczen migdzy punktami stacjonarnymi o tym samym indeksie Morse’a jest wta-
snoscia typowa. Prowadzi to w konsekwencji do typowosci wtasnosci Morse’a-Smale’a dla
skalarnych réwnan parabolicznych na okregu postaci (36) wykazanej w [J-R2, Theorem
1.6].

5. Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze
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stratio Mathematica 37 (2004), 327-348.
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artykut w druku, dostepny elektronicznie od 20 grudnia 2016 roku pod adresem:
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Monografia [6] stanowi rozszerzenie mojej pracy magisterskiej, ktéra zostata wyrdz-
niona w Konkursie im. Jozefa Marcinkiewicza organizowanym przez Polskie Towarzystwo
Matematyczne. Jest ona poswiecona teorii mocno ciaglych pétgrup liniowych ze szcze-
gbélnym uwzglednieniem potgrup analitycznych i ich roli we wspotczesnym podejsciu do
rownan rézniczkowych. Zawiera oryginalny wyktad dotyczacy generowania pétgrup ana-
litycznych przez nieograniczone operatory liniowe w przestrzeniach Banacha. Na uwage
zastuguje zwtaszcza precyzja twierdzenia ([6, Theorem 2.2.7]) o warunku koniecznym i wy-
starczajacym na to, by operator liniowy generowal potgrupe analityczng. W dalszej czesci
publikacji przedstawiam teorie poteg dodatnich operatoréw sektorialnych (por. [HE1],
[AM], [LU]), budujac w ten sposéb dobre podstawy do badania istnienia i jednoznacz-
nosci rozwiazan abstrakcyjnych réwnan rézniczkowych. Nawiazujac do monografii [PZ],
[HE1] i [C-D], w [6, Chapter 4] prezentuje teorie istnienia i jednoznacznosci rozwigzan
niejednorodnych réwnan liniowych w przestrzeniach Banacha oraz rownan semiliniowych
z operatorem sektorialnym w czesci gtéwnej i z prawg strong, ktéra zalezy nieliniowo od
poszukiwanego rozwigzania. Ten ostatni typ réwnan jest szczegolnie wazny ze wzgledu na
zastosowania do parabolicznych semiliniowych uktadéw réwnan rézniczkowych czastko-
wych pojawiajacych sie w fizyce matematycznej, jak np. stynny uktad réwnan Naviera-
Stokesa. Wtasnie temu typowi réwnan poswiecitem pozniej wigkszo$é swojej kariery na-
ukowej. Ciesze sie, ze ta monografia, cho¢ o niewielkim naktadzie, postuzyta do dalszych
indywidualnych badan dla studentéow i doktorantow w Polsce jak i réwniez za granicg
(zob. np. [S]], [A-O]).

W pracy [7] badatem nieliniowe autonomiczne zaburzenia abstrakcyjnych réwnan pa-
rabolicznych z operatorem sektorialnym A postaci

u + Au = Fy(u), t > 0, (39)

dla ktérych istniejg globalne atraktory A, ktore nie zaleza od parametru \. Zagadnienie
to nawiazuje do pojecia zsynchronizowania poétgrup {7T\(t): ¢ > 0} dla (39) rozwaza-
nego w pracy [HA2]. Kluczowym warunkiem mojego gltéwnego rezultatu [7, Theorem
2.6], zapewniajacym istnienie wspdlnego atraktora dla rodziny réwnan autonomicznych
(39), byto wskazanie funkeji ciaglych rozrézniajacych rozwiazania stacjonarne i statych na
trajektoriach. Zalozenia wspomnianego twierdzenia sprawdzitem w przypadku réwnania
skalarnego drugiego rzedu z warunkiem Neumanna ([7, Example 3.1]) oraz w przypadku
uktadu Cahna-Hilliarda bedacego modelem rozdziatu faz dla stopu wielosktadnikowego:

u(t,z) = —A L Au(t,z) — Vo \(u(t, )], t >0, z € Q,
Vu(t,z)n(z) = V(Au(t,z))ri(x) =0, t >0, x € 09,
uw(0,z) = up(x), z € Q,

gdzie u: [0,00) X @ — R™ ul = (uy,...,uy), I' € R™™ jest dodatnio okreslong ma-
cierzg symetryczng, a ) jest obszarem ograniczonym w RY z N < 3 o brzegu 09 klasy
C*e. W rozwazanym zagadnieniu parametrami \ sa funkcje klasy C3TL%P(R™), ktore sg
ograniczone z dotu i wypukle. Wowcezas atraktory A, pokrywaja sie z atraktorem A, dla
problemu liniowego i sktadaja sie ze wszystkich funkcji statych prawie wszedzie w €2, kto-
rych wartos¢ bezwzgledna nie przekracza pewnej statej zaleznej od rozwazanej przestrzeni
fazowej (por. [7, Example 3.3]).

Praca [8] dotyczy opisu asymptotycznego zachowania sie rozwiazan dopuszczajacego
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wybuch niektérych rozwigzan problemu
u + Au = F(u), t >0, (40)
u(0) = uo,

gdzie A jest operatorem sektorialnym o zwartej rezolwencie, a prawa strona F': X% — X
spetnia warunek Lipschitza na ograniczonych podzbiorach przestrzeni utamkowej X po-
chodzgcej od operatora A. Dopuszczam sytuacje, gdy dla pewnych danych poczatkowych
up norma rozwiazania w przestrzeni X staje si¢ nieograniczona w skonczonym lub nie-
skonczonym czasie. Wprowadzam naturalng przestrzen fazowsg

Vi={uo € X% sup [Ju(t;uo)l|xa < o0}
te[0,00)

oraz zaktadam, ze V # () i definiuje potgrupe {T'(¢): t > 0} globalnych X* rozwiazan
(40) na przestrzeni V. Pomimo zalozenia zwartos$ci rezolwenty operatora A nie mamy
zagwarantowanej zwartosci tej potgrupy, gdyz nie wiemy a priori, czy V jest domknie-
tym podzbiorem X“. Jednak moje zalozenia pozwalajg udowodni¢ niepustos¢, zwartosé
1 niezmienniczo$¢ zbioréw w—granicznych zbioréw o ograniczonych orbitach dodatnich.
Rozwazam zbiér S wszystkich punktow z V', przez ktére przechodzi ograniczona petna
orbita dla pétgrupy {T'(t): t > 0}. W [8, Theorem 2.5] dowodze, ze S jest niepusty, nie-
zmienniczy i przycigga kazdy podzbior V' o ograniczonej dodatniej orbicie. Ponadto, jesli
S jest ograniczony, to S jest zbiorem zwartym oraz maksymalnym zbiorem ograniczonym
i niezmienniczym. Jesli przyja¢ dodatkowo, ze dodatnie orbity zbioréw ograniczonych w V'
sg ograniczone lub V' jest domknigtym podzbiorem X¢, to S jest globalnym atraktorem
dla pétgrupy {T'(t): t > 0} w V. Otrzymuje stad wniosek ([8, Corollary 2.6]), ze jesli
wszystkie ograniczone pelne orbity punktéw sa wspoélnie ograniczone w X%, to woéwczas
kazde X rozwiazanie problemu (40) albo wybucha w skonczonym lub nieskoniczonym
czasie albo pozostajac ograniczone w X jest przyciggane przez maksymalny zbior zwar-
ty 1 niezmienniczy. Ilustracje tych rezultatéw stanowia dwa przyktady. Pierwszym z nich
(por. [8, Example 3.1]) jest rownanie Frank-Kameneckiego z warunkiem brzegowym typu
Dirichleta bedace modelem w teorii spalania
u, = Au+ Xet, t >0, x € B;(0) C RV, (41)
u(t,z) =0, t >0, x € 9B1(0), u(0,2)=wup(z), x € B1(0).

Z pracy [FU] wynika, ze dla matych A > 01 pewnych warunkéw poczatkowych rozwiazanie
(41) wybucha w skoriczonym czasie. Rozwazajac przypadek jednowymiarowy uzasadnitem
w swojej pracy, ze wtedy rozwigzania, ktore pozostaja ograniczone, sg przyciggane przez
maksymalny zbior zwarty i niezmienniczy ztozony z dwoch rozwigzan stacjonarnych i or-
bity heteroklinicznej taczacej oba te rozwigzania. Drugi przyktad dotyczy zbioru S dla
N —wymiarowego uktadu Naviera-Stokesa dla lepkiego ptynu niescisliwego przy matej sile
zewnetrznej (por. [8, Example 3.2]).

W pracy [9] wspélnie z Janem W. Cholewa badaliémy zastosowanie wtasnosci wy-
gltadzania do oszacowania wymiaru fraktalnego globalnego atraktora dwuprzestrzennego,
bedacego uogodlnieniem klasycznego pojecia globalnego atraktora rozwazanym m.in. w mo-
nografii [B-V], oraz do wprowadzenia pojecia eksponencjalnego atraktora dwuprzestrzen-
nego. W [9, Lemma 2.1] wykazaliSmy pewne uogdlnienie znanego lematu [M-P, Lemma 1.3]
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do oszacowania wymiaru fraktalnego zbioréw nadniezmienniczych, ktore, wraz z rezulta-
tem o istnieniu globalnego atraktora dwuprzestrzennego ([9, Corollary 2.3]), prowadzi do
twierdzen [9, Theorem 2.5, Corollary 2.6] o istnieniu globalnego atraktora dwuprzestrzen-
nego o skoniczonym wymiarze fraktalnym. Odwolujac sie do konstrukeji z pracy [E-M-Z],
udowodnilismy w [9, Proposition 2.7, Corollary 2.8] istnienie eksponencjalnego atraktora
dwuprzestrzennego dla potgrup dysypatywnych, ktore dla duzych czaséw mozna roztozy¢
na cze$¢ bedaca kontrakcja w stabej przestrzeni oraz na cze$¢ wygladzajaca na zbiorze
pochtaniajacym. Ponadto w [9, Corollary 2.9] istnienie eksponencjalnego atraktora wyka-
zalismy, gdy potgrupa ma wlasnosé wygtadzania.

Istotnym elementem pracy [9] sa przyktady. W pierwszym z nich pokazujemy istnie-
nie eksponencjalnego (X® — X?) atraktora z 3 € (, 1) dla abstrakcyjnego semiliniowego
problemu postaci (40) z operatorem sektorialnym A o zwartej rezolwencie, ktoéry zawie-
ra skoficzenie wymiarowy globalny (X® — X7?) atraktor (por. [9, Theorem 3.2]). Dalsze
przyktady dotyczg konkretnych zagadnien dla rownan rozniczkowych czastkowych. Sto-
sujemy wspomniane twierdzenie do rownan reakcji-dyfuzji z podkwadratowym wzrostem
dla gradientu i do réwnania falowego z operatorem thumienia (—Ap)z. Ponadto, stosu-
jac [9, Corollary 3.3] bedacy wnioskiem z [9, Lemma 2.1], wyprowadzamy oszacowania
wymiaru fraktalnego globalnego atraktora dla réwnania Cahna-Hilliarda (]9, Corollary
3.9]) oraz globalnego atraktora dla rownan parabolicznych wyzszego rzedu z operatorami
eliptycznymi rzedu 2m w czesci gtéwnej ([9, Corollary 3.10]). Ciekawym zastosowaniem
[9, Lemma 2.1] jest uzycie go w [9, Theorem 3.8] do oszacowania wymiaru fraktalnego
globalnego atraktora w przestrzeni Hj(Q2) x L?(Q) dla réwnania falowego z operatorem
ttumienia (—Ap)

uy — Apus — Apu = f(u), t >0, r € Q C R3 ogr. ,
U(O,I) = UO(‘IL ut(O,x) = UO(x)7 YIS Qu (42)
u(t,z) =0, t >0, z € 09,

z dysypatywna nieliniowoscig f € C*(R,R) spelniajaca krytyczny warunek wzrostu
Jeso [f7(s)] < e(1+s), s e R.

Trudno$¢ w tym przypadku polega na niezwartosci rezolwenty operatora sektorialnego dla
abstrakcyjnego problemu Cauchy’ego generowanego przez (42). Ostatni przyktad pracy [9]
jest autorstwa Gianluki Moli i dotyczy istnienia eksponencjalnego atraktora, zawierajace-
go skonczenie wymiarowy globalny atraktor, dla nieparabolicznego problemu z pamigcia.

W czasie stazu postdoktorskiego w Instituto Superior Técnico w Lizbonie poznalem
Messouda Efendieva z Helmholtz Center Munich w Niemczech i rozpoczatem z nim wspot-
prace naukowa. Jej pierwszym efektem jest praca [10], w ktdrej tworzymy narzedzie ([10,
Theorem 2.1]) do oszacowania wymiaru fraktalnego zbioru niezmienniczego, np. globalne-
go atraktora. Ponownie opiera si¢ ono na wtasnosci wygltadzania, jednak zamiast zwartosci
wlozenia gtadszej przestrzeni w przestrzen bazowa, zaktadamy tutaj zwartos¢ jej wtozenia
w pewna dodatkowa przestrzen Z. Wynik ten jest uogélnieniem rezultatéw dotyczacych
oszacowan wymiaru atraktora z prac [M-P, Lemma 1.3] i [E-M-Z, Proposition 1]. Ponadto,
pokazujemy w [10, Theorem 3.2|, ze identyczne oszacowania na zbiorze podniezmienni-
czym pozwalaja wykazaé istnienie eksponencjalnego atraktora dla odwzorowania oraz,
po uzupelnieniu o odpowiednie zalozenie ciggtosci pélgrupy, réwniez dla potgrupy (zob.
[10, Corollary 3.5]). Kontakt naukowy z Messoudem Efendievem zaowocowal powstaniem
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kolejnych dwéch prac [1, 2| o eksponencjalnych atraktorach dla probleméw nieautono-
micznych, ktore zostaly opisane w czedci dotyczacej osiggniecia naukowego.

Istnienia globalnego atraktora dla pétgrupy dowodzi sie uzywajac pewnego rodzaju
ciagtosci tej potgrupy. Okazuje sie jednak, ze wystarczy w tym celu zalozy¢ domknietosé
(por. [P-Z]) lub nawet tylko asymptotyczna domknieto$é operatoréow tworzacych potgrupe
(por. [C-R]). Podejscia te stanowity inspiracje do napisania mojej pracy [11] o globalnych
atraktorach typu pullback dla domknigtych proceséw ewolucyjnych. Praca ta stanowi
studium warunkéw, ktére prowadza do istnienia dwuprzestrzennego (V' — W) globalnego
D—atraktora typu pullback, ktéry przyciaga elementy pewnego uniwersum D, czyli wy-
réznione rodziny zbioréw D = {D(t): t € R} (por. [11, Definition 2.2]). W klasycznym
ujeciu uniwersum D tworzg rodziny zadane przez wszystkie zbiory ograniczone w prze-
strzeni fazowej V.

Na poczatek badam réwnowazne okreslenia asymptotycznej zwartosci procesu (zob.
[11, Definitions 2.3, 2.4]), co oznacza niepusto$é, zwarto$¢ i przyciaganie w sensie pull-
back dla zbioréw tworzacych rodzine w—graniczng {wy (D,t): t € R} dla D € D ([11,
Proposition 2.6]). W szczegdlnosci, w refleksywnych i $ciSle wypuklych przestrzeniach
Banacha asymptotyczna zwarto$é procesu réwnowazna jest ([11, Propositions 2.8, 2.10])
takze warunkowi sptaszczenia (por. [11, Definition 2.7]), wykorzystywanemu w zastosowa-
niach do sprawdzenia asymptotycznej zwartosci. Nastepnie wykorzystuje asymptotyczna
zwarto$¢ wraz z asymptotyczna domknietoscia procesu ([11, Definition 2.11]) i dysypa-
tywnoscia w sensie pullback ([11, Definition 2.13]) do pokazania niezmienniczosci rodzin
w—granicznych w [11, Proposition 2.15]. W gtéwnym twierdzeniu pracy [11, Theorem 2.16]
pokazuje, ze jesli dodatkowo proces jest domkniety, to istnieje dwuprzestrzenny globalny
D—atraktor typu pullback

A(t) = clw | ww(D,t) Cww(Bo,t), t € R,
DeD

gdzie By jest rodzina pochtaniajaca D w sensie pullback. W przypadku, gdy By € D,
to zatozenie domknietosci procesu mozna ostabié¢ przyjmujac asymptotyczng domknietosé
(por. [11, Corollary 2.17]). Wéwczas A(t) = ww (Bo,t), t € R. Tlustracje teorii stanowi
zagadnienie Dirichleta dla nieautonomicznego réwnania reakcji-dyfuzji

u=Au— f(u)+g(t), t >s, v €QCRY ogr.

u(t,z) =0, t > s, x € 09, wu(s,x)=uy(x), r€Q,

przedstawione w pracy [LU], dla ktérego istnieje (L?(2) — H(Q)) globalny D—atraktor
typu pullback z uniwersum

D ={D={D(t) c L*Q): t € R}: Jim eMs sup{||u||ig(9) cu € D(s)} =0},

co stanowi tres¢ [11, Theorem 3.4].

W pracy [12], napisanej wspolnie z Everaldo Bonotto, Matheusem Bortolanem i Ro-
dolfo Collegarim, rozwazamy zagadnienie wptywu matych zaburzen impulsywnych ukta-
dow dynamicznych na ich asymptotyczne zachowanie, ktore zostato opisane przy pomocy
prezwartych globalnych atraktoréw w pracy [4] przedstawionej w czesci dotyczacej osia-
gniecia naukowego. Cho¢ wyrdzniajaca cecha potgrup impulsywnych {7, (t): ¢ > 0} jest
ich nieciggto$¢, badanie cigglej zaleznosci prezwartych globalnych atraktoréw w sensie
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potodlegtoéci Hausdorffa nie jest pozbawione sensu, jesli przyjac ciagta zaleznos$é¢ od pa-
rametru elementéw generujacych impulsywny uktad dynamiczny. W tym celu rozwazamy
rodzine impulsywnych uktadéw dynamicznych {(X, m,, M,, I)) },epo,1 1 zaktadamy ciggltosé
w 1 = 0 potgrup ciagtych {m,(¢): ¢t > 0} jednostajnie na zwartych podzbiorach [0, c0) x X,
cigglos¢ w 1 = 0 zbioréw impulsywnych M, wzgledem odlegtosci Hausdorfta, wspélna cig-
glos¢ w zerze funkcji impulsywnych 1,,: M, — X oraz roztgcznos¢ zbioréw impulsywnych
i ich obrazéw poprzez funkcje impulsywne dla matych zaburzen. Ponadto definiujemy ko-
lektywne warunki tuby (por. [12, Definitions 3.3, 3.4]), bedace rozszerzeniem warunkow
znanych z prac [CI2, 4], ktére opisuja zachowanie si¢ pétgrup m, w poblizu zbioréw im-
pulsywnych M, w zaleznosci od parametru 7). Dzieki tym zalozeniom pokazujemy w [12,
Theorem 3.12] wspoélna cigglosé w zerze (na X \ My) funkeji ¢, najmniejszego dodatniego
czasu dotarcia do M, (por. (33)), natomiast w [12, Corollary 3.17] dowodzimy wspdl-
nej ciaglosci z korekcja w n = 0 (na X \ M) polgrup impulsywnych 7,. Oba te wyniki
sa kluczowe dla dowodu gléwnego twierdzenia [12, Theorem 4.2] o pélciagltosci z gory
w 1) = 0 prezwartych globalnych atraktoréw A, dla rodziny impulsywnych uktadéw dyna-
micznych {(X, m,, My, I,)) }nepoq (zob. (35)). Twierdzenie to stosujemy do prostego uktadu
planarnego z zaburzeniem i z zadanymi funkcjami impulsywnymi. Ostatnia cze$¢ pracy
zawiera twierdzenie ([12, Theorem 6.3]) o potciaglosci z dotu w n = 0 rodziny prezwartych
globalnych atraktoréw dla szczegolnej rodziny impulsywnych uktadéw dynamicznych.

W pracy [13], napisanej wspélnie z Pedro Marin-Rubio, badamy nieautonomiczne se-
miliniowe rownanie paraboliczne z dynamicznym warunkiem brzegowym postaci

9 — Au+ ku+ fi(u) = hi(t) w 2 X (s, 00),
%+ %+ folw) = ha(t) na 9 x (s,00), (43)
u(z, s) = ug(x) dla x € Q,

u(z, s) = ps(x) dla z € 09,

gdzie Q jest obszarem ograniczonym w RY, N > 2, z brzegiem 0 lipschitzowskim,
i K > 0. Naszym celem bylo wykazanie dla (43) istnienia eksponencjalnego atraktora typu
pullback i uzyskanie ograniczenia skonczonego wymiaru fraktalnego globalnego atraktora
typu pullback, ktérego istnienie w H = L*(Q) x L*(9N), przy odpowiednich zaltozeniach
o nieliniowosci, zostalo weze$niej udowodnione w pracy [A-M-R1], a jego regularnosé
badana w pracy [A-M-R2].

Zaktadamy, ze funkcje fi, fo € C(R) sa prawie monotoniczne, tzn. funkcje f;(u) + lu
sg niemalejace z pewnym [ > 0, spelniaja warunek wzrostu

[fi(w) = fi(w)] < Llu—v| (1+ [uf"? + o

PP uwveER, i=1,2 (44)
i warunek dysypatywnosci

filu)u > afu

Pi_B u€eR, i=1,2, (45)

z pewnymi statymi p; > 2, o, L > 0, 8 > 0, natomiast h = (hy, hy) € L2 (R; H).

W [13, Theorem 2.2] pokazujemy istnienie globalnych stabych rozwiazan dla (43) dla
warunkéw poczatkowych (ug, @s) € L*(2) x L*(09) przy uzyciu klasycznego podejécia
J.-L. Lionsa ([LI]). Nastepnie, uzywajac wynikéw mojej pracy [3], wykazujemy w [13,

Theorem 4.5] istnienie eksponencjalnego atraktora typu pullback dla (43) w przestrzeni
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H, jesli czynnik nieautonomiczny h jest przesunieciowo ograniczony, tzn.
t+1 2

A
a nieliniowosci f;, i = 1,2, speliaja (44) and (45) z odpowiednimi wyktadnikami p; (zob.
[13, (4.5)]). Jesli brzeg 0N jest dostatecznie gtadki i fi, f2 spetniaja dodatkowo

[f1(s) = fa(s)| < C(1 +[s]), s € R,

to warunki na wyktadniki p; = p; = p mozna ostabié¢ (por. [13, (4.15)]). W szczegdlno-
Sci, dla N = 2 nieliniowosci fi(u) = u® — u, u € R, jak i dowolne wielomiany stopnia
nieparzystego o dodatnim wspoétczynniku gtéwnym, sg dopuszczalne. Pokazuje to row-
niez, ze regularny globalny atraktor typu pullback badany w [A-M-R2] ma jednostajne
ograniczenie wymiaru fraktalnego, gdy czynnik h jest przesunieciowo ograniczony.

W pracy [13] rozwazamy tez przypadek lipschitzowski (p; = ps = 2) i dowodzimy
w [13, Theorem 5.4] istnienia eksponencjalnego atraktora typu pullback dla (43) w H
nawet, gd:y czynnik nieautonomiczny rosnie wyktadniczo w przesztosci i w przysztosci,

tzn. gdy h spehia

sup
teR Jit

‘E(t)‘jq <K teR,

zpewnym K > 010 < 0 < 2(\+a), gdzie Ay > 0 jest pierwsza wartoscia wlasna liniowego
operatora Ay z abstrakcyjnego problemu Cauchy’ego odpowiadajacego uktadowi (43).

6. Praca zlozona do opublikowania

[I] Radostaw Czaja, Waldyr M. Oliva, Carlos Rocha, On a definition of Morse-Smale
evolution processes, praca w recenzji.

W latach 2009-2014 przebywalem w Instituto Superior Técnico w Lizbonie i wspot-
uczestniczytem w badaniach naukowych prowadzonych tam przez Waldyra M. Olive i Car-
losa Roche. Badania te koncentrowaly sie wokdét odpowiedniego uogdlnienia pojecia pot-
grupy Morse’a-Smale’a na przypadek nieautonomiczny. W szczegélnoscei definicja procesu
Morse’a-Smale’a powinna implikowaé¢ wlasno$é otwartosci, tzn. ze male nieautonomiczne
zaburzenie réwnania autonomicznego generujacego potgrupe Morse’a-Smale’a jest proce-
sem Morse’a-Smale’a. W miedzyczasie ukazala sie praca [B-C-L], w ktérej autorzy stawia-
ja definicje procesu Morse’a-Smale’a (por. [B-C-L, Definition 2.18]), gdy pochodzi on od
uktadu gradientowego niezawierajacego (hiperbolicznych) orbit okresowych, a jedynie hi-
perboliczne rozwigzania stacjonarne. UznaliSmy to za zbyt duze uproszczenie i koncentro-
wali$my sie¢ na badaniu nieautonomicznych zaburzen orbit okresowych. Skonstruowalismy
przyktad autonomicznego uktadu réwnan rozniczkowych zwyczajnych z hiperboliczng or-
bita okresowsa, dla ktérego mate odpowiednie zaburzenia nieautonomiczne zachowuja od-
powiadajacy jej izolowany cylinder niezmienniczy pomimo diametralnej zmiany dynamiki
na nim. Przy uzyciu izolowanych rozmaitosci niezmienniczych (por. rozmaitosci catkowe
rozwazane m.in. przez J.K. Hale’a [HA3, Theorem VII.7.1] i D. Henry’ego [HE1, The-
orem 9.1.1]) pokazaliSmy ich utrzymywanie sie przy zaburzeniach hiperbolicznych orbit
okresowych. W dalszej czesci sformutowalismy definicje procesu Morse’a-Smale’a zastepu-
jac punkty niebtadzace z klasycznej definicji odpowiednim zachowaniem powracajacym
dla procesu ewolucyjnego. Pozwolito to wykaza¢ wspomniana wyzej wtasnosé otwartosci
proceséw Morse’a-Smale’a dla semiliniowych rownan parabolicznych. Wyniki te zostaty
zawarte w manuskrypcie [I] i znajduja sie obecnie w recenzji.
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