Recenzja
dorobku naukowego i dzialalno$ci doktor Katarzyny Kuhlmann

w zwiazku z post¢epowaniem o nadanie jej stopnia doktora habilitowanego

Podstawa do ubiegania si¢ przez dr Katarzyne Kuhlmann o nadanie jej stopnia doktora
habilitowanego jest osiagnigcie naukowe pt. ,Przestrzenie R-punktow”. Jest to cykl 7
publikacji, ktérych autorka (jedyna w 2 przypadkach) lub wspdtautorks jest dr Kuhlmann.
Prace te sa opublikowane w dobrych i bardzo dobrych czasopismach, m.in.: Mathematische
Zeitschrift, Journal of Algebra.

Tematyka badan nalezy do geometrii rzeczywistej, teorii waluacji i topologii.
Podstawowym pojeciem jest przestrzen R-punktéw. Z definicji R-punkt ciata formalnie
rzeczywistego K jest wyznaczony przez porzadek P ciala K w nastepujacy sposob: porzadek
P wyznacza waluacje v ciala K, w ktérej pierScien waluacyjny jest otoczkg wypukla
(wzgledem P) ciala liczb wymiernych w K. Waluacje te rozszerzamy do odwzorowania z K
do Kv U {0}, gdzie Kv oznacza ciato reszt, poprzez przyporzadkowanie elementom spoza
pierscienia waluacyjnego wartosci co. Odwzorowanie to nazywa si¢ punktem wyznaczonym
przez waluacje v. W tej sytuacji Kv ma jedyne rosnace zanurzenie w ciato R; zlozenie punktu
z tym zanurzeniem nazywa sie R-punktem.

Zbiér X(K) wszystkich porzadkéw ciata K wyposazony w tzw. topologie
Harrisona jest przestrzenig boolowska, zbiér M (K) wszystkich R-punktéw ciala K (ktory
jest obrazem X (K)), traktujemy jako przestrzen topologiczng z topologig ilorazows. M (K)
jest zawsze zwartg przestrzenig Hausdorffa.

T. Craven udowodnil w 1975 r., ze kazda przestrzen boolowska jest realizowalna jako
X(K). Wiadomo tez, ze kazda przestrzeri skoficzona jest realizowalna jako M (K), mozna tez
zrealizowa¢ roztaczng sume skonczenie wielu okregéw. Pojawia si¢ do$¢ naturalne pytanie
o realizowalno$¢ innych przestrzeni topologicznych.

Gléwne wyniki rozprawy dotycza tego problemu oraz opisu i wlasnosci M(K) dla
réznych dobranych cial K. Ponizej omawiam skrétowo tres¢ prac.

W pracy [1] (numeracja wedlug spisu w Autoreferacie) udowodniono, ze kazda
przestrzen boolowska jest realizowalna (odtad przez realizowalno$¢ rozumiem realizowalno$é
jako M(K) dla odpowiednio dobranego ciala K). Najpierw podaje sie konstrukcje
odpowiedniego ciata dla kostki Cantora, a nastepnie w nietrywialny sposéb uogélnia sie
wynik o realizowalnosci na dowolne domkniete podzbiory kostki Cantora.




W pracy [2] (wspolnej z I. Efratem) udowodniono, ze klasa przestrzeni realizowalnych
jest domknicta na skonczone sumy rozigczne, domknigte podprzestrzenie i produkty
z przestrzeniami boolowskimi.

Praca [3] (wspdlna z F. -V. Kuhlmannem i M. Machurg) poswiecona jest glownie
metryzowalno$ci M (K) dla K postaci R(x), gdzie R jest cialem rzeczywiscie domknigtym.
Udowodniono m.in., ze M(R(x)) jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy R zawiera
przeliczalne podcialo geste. Podobnej tematyki dotyczy artykul [4] (wspdlny z M. Machurg
i M. Marshallem). Wykazano w szczegélnosci, ze przestrzenie R-punktéw cial R(x,y)
iR((x,y)) nie sg metryzowalne w przypadku, gdy R jest nieprzeliczalanym ciatem
rzeczywiscie domknigtym.

Badania opisane w [5] (artykule wspolnym z F. -V. Kuhlmannem) sg efektem préb
realizacji najprostszych przyktadow dwuwymiarowych rozmaitosci topologicznych, choc¢by
torusa. Okrag jest przestrzenig R-punktow dla ciala R(x), naturalne jest wigc rozwazanie
R(x,y) dla torusa. Na drodze do uzyskania pozytywnego wyniku napotkano na
niespodziewane trudnosci opisane drobiazgowo w [5]. Okazuje si¢ m.in., ze zadne zanurzenie
produktu M(R(x)) x M(R(y)) w M(R(x,y)) spelniajace pewien naturalny warunek (zgodne
z obcigciem) nie moze by¢ ciggte.

Praca [6] poswiecona jest strukturze M (R(x)) dla cial rzeczywiscie domknigtych R.
Podany jest opis pewnej podbazy topologii tej przestrzeni a takze metryka (w przypadku
metryzowalnym). Udowodniono, ze wymiary: pokryciowy, duzy indukcyjny oraz maly
indukcyjny sg rowne 1. Podano ciekawy opis ,fraktalnych” wtasciwosci M(R(x))
w przypadku niearchimedesowego R. Udowodniono, ze przestrzen ta jest samo-
homeomorficzna (dowolny niepusty podzbidr otwarty zawiera homeomorficzng kopie calej
przestrzeni) w przypadku pewnego szczegdlnego ciata R.

W pracy [7] (wspélnej z P. Koprowskim) bada si¢ przestrzen porzadkéw dla ciala F
bedacego rozszerzeniem stopnia przestgpnego 1 pewnego ciata rzeczywiscie domknigtego
R.O ile w przypadku ciata R(x) porzadki odpowiadajg przekrojom Dedekinda ciata R, to
rozwazanym teraz przypadku trzeba wprowadzi¢ pojecie przekroju skladowej
semialgebraicznej pewnej krzywej. Rozwaza si¢ m.in. pytanie kiedy dwa przekroje krzywe;j
wyznaczaja ten sam punkt.

Tematyka rozprawy nie nalezy moze do gtéwnego nurtu badan algebraicznych, stad
tez prace dr Kuhlmann spotkaly si¢ z raczej umiarkowanym zainteresowaniem, jesli sagdzi¢ po
liczbie cytowan (21 cytowan przez 10 autoréw wg. MathSciNet). Niemniej rozwazane
problemy sg interesujgce i naturalne w kontekscie wezesniejszych badan. Cykl omoéwionych
siedmiu prac jest spojnym osiagnigciem badawczym, ktére stanowi istotny wklad w rozwoj
algebry i geometrii rzeczywistej.

Za najciekawsze uwazam wyniki o realizowalnosci zawarte w pracach [1], [2] [5]
i[6]. Nie mozna takze odmoéwié¢ wartosci naukowej pozostalym artykutlom wchodzacym
w sktad rozprawy.




Sposroéd prac wchodzacych w skiad rozprawy dwie sa samodzielne, pozostate
wspotautorskie. Wysoko ceni¢ wspolprace naukows, ktérej efektem sa wspélne ciekawe
publikacje. W przypadku gdy prace takie stanowia podstawe wniosku o nadanie stopnia
naukowego nalezy oceni¢ wklad habilitantki w ich powstanie. Wyodrebnienie udziatu
poszczegblnych autoréw jest przewaznie bardzo trudne, na szczescie w tym przypadku
wspotautorzy zlozyli o$wiadczenia, ktére nie s3 jedynie zdawkowymi ocenami
procentowymi, a raczej matymi raportami ze wspolpracy. Wynika z nich, ze wklad
dr Kuhlmann w powstanie wszystkich prac jest istotny i nie ogranicza sie do spraw
»technicznych”, jest to wktad koncepcyjny. Prof. 1. Efrat i prof. Koprowski uznali role
habilitantki za wiodaca w przypadku prac wspélnych z nimi. O$wiadczenia te pozostajg
w zgodzie z wlasnym o$wiadczeniem habilitantki.

Zatem stwierdzam, ze wktad dr Kuhlmann w powstanie oméwionych powyzej prac
jest wystarczajacy by uznaé je za dobrg podstawe do nadania stopnia doktora habilitowanego.

W dorobku niewchodzacym do rozprawy, poza pracami przedstawiajacymi wyniki
rozprawy doktorskiej, znajduja sie m.in.:

* grupa prac [11], [12] i [13] zwigzanych z rozprawa habilitacyjng, a wiec dotyczacych
przestrzeni R-punktéw. Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze z punktu widzenia
merytorycznego praca [13] moglaby z powodzeniem wejs¢ w skiad rozprawy, nie
zostata przez habilitantke do niej wilaczona ze wzgledu na — jak sama autorka
stwierdza — zbyt maty jej wktad wiasny.

* prace, w ktérych wystepuje pojecie przestrzeni z kulami. Jest to koncepcja wywodzaca
si¢ z teorii przestrzeni z ultrametryka (ultrametryki uzywane s3 intensywnie np.
wpracy [3]). W pracy [14] dowodzone sg twierdzenia o punkach stalych dla
odwzorowan przestrzeni z kulami.

* wpracy [16] pojecia charakterystyczne dla przestrzeni z kulami (sferyczna zupeinosé)
zastosowane do podania kryteriow dla symetrycznej zupelnosci uporzadkowanych
grup abelowych i cial.

Habilitantka szkicuje w autoreferacie perspektywy dalszych badan zwigzanych
z przestrzeniami z kulami. Uwzgledniajac jej dotychczasowe osiggniecia oraz umiejetnosé
wspolpracy z innymi matematykami spodziewam sig, ze zostang uzyskane interesujace
wyniki. Na marginesie dodam, ze ciekawe byloby kontynuowanie prac nad realizowalnoscia
przestrzeni topologicznych jako przestrzeni M(K), jednak rezultaty pracy [5] pokazuja
istnienie naturalnych barier, na ktére natrafiamy realizujac taki program.

Autoreferat jest bardzo dobrze napisany, jest jasny, zwiezty i ciekawy. Znajduja sie w nim
— co nie jest powszechnie spotykane - takze szkice niektérych dowoddw.

Habilitantka regularnie prezentuje swoje wyniki na konferencjach naukowych krajowych
1 zagranicznych. Odbywata tez zagraniczne staze naukowe (University of Saskatchewan, Ben
Gurion Unieversity). Umie wspotpracowaé z innymi matematykami o czym $wiadcza liczne
wspoélne prace, a takze informacje zawarte w o§wiadczeniach wspélautorow.
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