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Imiona i nazwisko: Ewa Jolanta Rak

Posiadane dyplomy, stopnie naukowe z podaniem nazwy, roku i miejsca ich uzyskania oraz
tytul rozprawy doktorskiej:

2.1 magister matematyki: Uniwersytet Rzeszowski, Wydzial Matematyczno—Przyrodniczy,
3 lipca 2003 r.
tytut pracy magisterskiej: Modyfikacje dziatan tukasiewicza;
2.2 doktor nauk matematycznych: Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie,
Wydzial Matematyczno-Fizyczno-Techniczny, 1 lipca 2009 r.
tytut rozprawy doktorskiej: Rozdzielnosé dzialan rosngcych.

Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych:

3.1 1 pazdziernika 2003 r. - 28 lutego 2011 r.: asystent, Uniwersytet Rzeszowski, Wydziatl
Matematyczno-Przyrodniczy;

3.2 1 marca 2011 r. - obecnie: adiunkt, Uniwersytet Rzeszowski, Wydzial Matematyczno-
Przyrodniczy.

Osiagniecie naukowe w rozumieniu art. 16 ust. 2 Ustawy z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach
naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki stanowi cykl szesciu
publikacji powiazanych tematycznie pod tytutem:

4.1 Rozwigzania ré6wnan rozdzielnosci i modularnosci w pewnych klasach
funkcji agregacji

4.2 Lista prac skladajacych sie na powiazany tematycznie cykl publikacji:

[R1] J. Drewniak, E. Rak, Distributivity inequalities of monotonic operations, Fuzzy Sets
and Systems 191 (2012), 62-71.

[R2] E. Rak, The distributivity property of increasing binary operations, Fuzzy Sets and
Systems 232 (2013), 110-119.

[R3] P. Drygas, E. Rak, Distributivity equation in the class of semi-t-operators, Fuzzy Sets
and Systems 291 (2016), 66-81.

[R4] P. Drygas, E. Rak, Distributivity equation in the class of 2-uninorms, Fuzzy Sets and
Systems 291 (2016), 82-97.

[R5] P. Drygas, F. Qin, E. Rak, Left and right distributivity equations for semi-t-operators
and uninorms, Fuzzy Sets and Systems 325 (2017), 21-34.

[R6] W. Fechner, E. Rak, L. Zedam, The modularity law of some classes of aggregation
operators, Fuzzy Sets and Systems (2017) http://dx.doi.org/10.1016/j.fss.2017.03.010.

Opis celu naukowego wyzej wymienionego cyklu prac i osiggnietych wynikéw wraz
z omoéwieniem ich potencjalnego wykorzystania.

Celem naukowym przedlozonego cyklu prac jest zbadanie wybranych probleméw z zakresu
teorii réwnan i nieréwnosci funkcyjnych o dwéch zmiennych, dokladniej réwnania rozdzielno-
Sci i modularnosci dla funkcji objetych relatywnie nowym i odrebnym kierunkiem badan,
mianowicie teorig agregacji. Takie polaczenie sprawia, ze uzyskane wyniki maja charakter
uniwersalny, co daje mozliwosé ich wykorzystania, zarowno w innych galeziach matematyki,
jak i w réznych obszarach technicznych. W ramach realizowanych badan znaczaco rozszerzono
klasyczne narzedzia i techniki dowodowe, gtéwnie ze wzgledu na fakt stosowania minimalnego
zestawu zalozen, jako najczesciej pozadanego w zastosowaniach praktycznych.



Wprowadzenie

Rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania pojawia sie naturalnie w arytmetyce liczb rzeczy-
wistych, rachunku wektoréw i macierzy. Takze pochodna i calka oznaczona sg rozdzielne wzgledem
dodawania. Aksjomat rozdzielnosci wystepuje w definicji ciat i pierécieni. Ogolnie okresdla on zalez-
nos$¢ miedzy dwoma dziataniami dwuargumentowymi.

Definicja 1. [por. [I], str. 318] Niech F' i G beda pewnymi dzialaniami dwuargumentowymi okre-
Slonymi w niepustym zbiorze X. Powiemy, ze dzialanie F jest rozdzielne wzgledem dzialania G, gdy
dla wszystkich z,y, z € X zachodza réwnosci:

F(va(%z)) = G(F(.%’,y),F(;U,Z)), (LD)
F(G(y, 2),z) = G(F(y,x), F(z,x)). (RD)

Mozna moéwié o rozdzielnosci lewostronnej F' wzgledem G, gdy spelniony jest jedynie pierwszy
z powyzszych warunkéw (LD), lub o rozdzielnosci prawostronnej, gdy spelniony jest wylacznie drugi
z warunkéw (RD). Dzialanie przemienne oraz jednostronnie rozdzielne jest rozdzielne obustronnie.

Bardziej ogdélne podejscie polega na traktowaniu aksjomatu rozdzielnoéci jako rownania funk-

cyjnego z jednym lub dwoma funkcjami (dzialaniami) niewiadomymi.
Rozwigzania rownania rozdzielnos$ci w duzej mierze zalezg od wyboru klasy funkcji, w ktérej poszu-
kujemy rozwiazan. Poczatkowo badania te obejmowaly réwnanie samorozdzielnosci (gdy F = G)
w klasie funkcji ciaglych i réznowartosciowych (co implikowalo $cista monotoniczno$é) oraz sy-
metrycznych okreslonych w przedziale rzeczywistym zob. np. M. Hosszu [33], ktérego rozwiazania
charakteryzowaly quasiliniowe $rednie wagowe. Kolejne prace dotyczyly jednostronnego réwnania
rozdzielnosci dla funkcji przy zalozeniach Scislej monotonicznosci i dwukrotnej rézniczkowalnosci
zamiast ciaglodci, ktére wskazywaly iz lewostronna rozdzielnosé jest niezalezna od prawostonnej
rozdzielnosci (zob. np. M. Hosszu [34]). Istotne rozwazania dotyczace problemu rozdzielnosci (do
roku 1965) uwzglednia monografia J. Aczél’a [1], ktéry takze podjal trud charakteryzacji rozwiazan
tego typu rownan. W szczegdlnosci wskazal on rozwigzania prawostronnego réwnania rozdzielnosci
dla funkcji ograniczonych z dotu wzgledem funkcji ciaglych, rosnacych, tacznych i posiadajacych
obustronny element neutralny (zob. rozdzial 7.1.3, Theorem 6). Z pd6zZniejszych prac warte uwagi
sa prace A. Lundberga [41], [42] po$wiecone uogdlnionemu réwnaniu rozdzielnosci w klasie funk-
cji cigglych. Wyniki powyzszych prac sa nastepnie wykorzystywane miedzy innymi w rachunku
prawdopodobienstwa, teorii réwnan rézniczkowych czastkowych oraz teorii réwnan wektorowych
i macierzowych co podkreslit J. Aczél w [I], zob. m.in. str. 321, 342 i 372.

Obecnie wiele badan dotyczy rownania rozdzielnosci dla dziatan okreslonych w przedziale jed-
nostkowym z wykorzystaniem w teorii podejmowania decyzji i uzytecznosci [24, 36, 43], w logice
i teorii catek rozmytych [57] czy w procesach przetwarzania obrazéw [30) 51].

To gléwnie na gruncie zapotrzebowania dla zastosowan praktycznych odzyly rozwazania nad roz-
dzielno$cia réznych funkeji, w tym gléwnie funkcji agregacji (zob. C. Alsina i in. [5], M. Carbonell
iin. [16], J. Dombi [19], D. Dubois i H. Prade [23], J. Drewniak ([21], str. 51 oraz 89-90, [20]).

T. Calvo w [I3] scharakteryzowala m.in. rozwigzania réwnania rozdzielnosci dla funkcji uérednia-
jacych i quasiliniowych. W pracy [59] opublikowano takze problem otwarty dotyczacy rozdzielnosci
pomiedzy dwoma szczegdlnymi klasami funkcji agregacji tj. uninormami i ciggltymi normami tréj-
katnymi.

Z do$¢ duzej liczby publikacji odnoszacej sie do problemu rozdzielnosci w przedziale [0,1] mozna wy-
rézni¢ wyniki dla norm i konorm tréjkatnych w pracach C. Alsiny [3] oraz C. Bertoluzzy, V. Doldi
[12], a takze uninorm i nullnorm w pracach M. Mas i in. ([46], [47]) oraz D. Ruiza i J. Torrensa ([53],
[55]). Czeéé prac dotyczy réowniez rozdzielnosei implikacji rozmytych jak np. praca M. Baczynskiego
[9] czy implikacji wzgledem uninorm D. Ruiza i J. Torrensa ([54], [56]).



Z kolei aksjomat modularnosci (dawniej prawo modularne) okreslony jest w nastepujacy sposéb.

Definicja 2 ([45]). Niech F,G : [0,1]? — [0, 1]. Méwimy, ze dzialanie F' jest modularne wzgledem
dzialania G, gdy dla wszystkich z,y, z € [0, 1] zachodzi nastepujacy warunek

z<z=F(z,G(y,2)) = G(F(z,y), 2). (1)

Warunek moze by¢ réwniez postrzegany, zaréwno jako uogdlnione réwnanie lacznosci (samo-
modularno$¢ dla F' = @) na ograniczonej dziedzinie, jak réwniez szczegdlny przypadek réwnania
rozdzielnosci (bowiem np. kraty pélgrup i innych struktur algebraicznych nie sa rozdzielne ale sa
modularne), co spowodowalo potrzebe ich dokladniejszego rozpatrywania.

W ostatnich latach coraz wigcej uwagi po$wigca si¢ bardziej ogélnemu podejsciu traktujacemu
aksjomat modularnosci jako rownanie funkcyjne z jedng lub dwiema nieznanymi funkcjami.
Wirédd prac dotyczacych rownania modularnosci dla funkcji agregacji najwazniejsze sg prace: M. Car-
bonella i in. [16], Q. Fenga [26], M. Mas i in. [45] oraz H. Zhan i in. [67].

Rozwigzywanie probleméw zwiazanych z rozdzielnoscia i modularnodcia nie jest w rzeczywistosci
prosta sprawa, w szczegdlnosci gdy dazymy do minimalizacji zestawu zatozen dla rozpatrywanych
funkcji. W przypadku mniej popularnego réwnania modularno$ci miatam dodatkowo swiadomosé
tego, ze jego rozwazanie czesciej prowadzi do pewnego rodzaju niepowodzenia, czyli braku rozwia-
zan. Poréwnanie rozwigzan dla obu réwnan bylo celem podjetych przeze mnie badan na podstawie
ktorych powstaly prace (w kolejnosci chronologicznej) [R4], [R10], [R6].

Rozwazmy teraz funkcje agregacji w przedziale [0,1] ograniczajac sie do przypadku dwuargu-
mentowego.

Definicja 3 (por. [31], rozdzial 1). Dwuargumentowa funkcja agregacji nazywamy odwzorowanie
A:[0,1)2 — [0, 1] rosnace ze wzgledu na obie zmienne (tzn. dla kazdych z,y,u,v € [0, 1]

x<u y<v = Az,y) < A(u,v)) i spelniajace warunki brzegowe: A(0,0) = 01 A(1,1) = 1.
Funkcje agregacji nazywamy $rednia, gdy jest idempotentna, czyli A(z,x) =z w [0, 1].

Funkcje agregacji sa uzytecznym uogélnieniem érednich. Opublikowano wiele monografii na te-
mat teorii i zastosowan funkcji agregacji, w tym m.in: Aggregation Functions (Encyclopedia of Ma-
thematics and Its Applications) [31] (M. Grabisch, J.L. Marichal, R. Mesiar i E. Pap), Aggregation
Operators: New Trends and Applications [15] (T. Calvo, G. Mayor i R. Mesiar) oraz Aggregation
Functions: A Guide for Practitioners [10] (G. Beliakov, A. Pradera i T. Calvo). Normom i konormom
tréjkatnym poswiecona jest monografia Triangular Norms [38] (E.P. Klement, R. Mesiar i E. Pap)
i Associative Functions: Triangular Norms and Copulas [6] (C. Alsina, M.J. Frank i B. Schweizer),
a Srednim - A Practical Guide to Averaging Functions [11] (G. Beliakov, H. Bustince i T. Calvo).

W obszarze zainteresowan teorii agregacji znalez¢é mozna zaréwno systematyczne studia nad
wlasnosciami tych funkcji, ich powiazania, jak rowniez konstrukcje nowych metod dostosowane do
konkretnych potrzeb praktycznych, m.in. w statystyce matematycznej i obliczeniowej, geometrii
obliczeniowej, w analizie danych, systemach wspomagania decyzji, rozpoznawaniu i przetwarzaniu
obrazéw, sztucznej inteligencji, bazach danych, sterowaniu rozmytym czy tez ekonomii.

W obliczu réznorodnosci funkcji (dziatan) agregacji, pogrupowano je w rézne klasy: érednie,
normy i konormy tréjkatne, koputy, catki Choquet’a i Sugeno, uninormy, nullnormyﬂ Uwage sku-
pimy jednak na tych, ktére sa istotne w dalszych rozwazaniach.

Definicja 4 ([R10]). Niech e € [0, 1]. Rodzing wszystkich dziatati F : [0,1]?> — [0, 1] rosnacych ze
wzgledu na obie zmienne z elementem neutralnym e € [0, 1] oznaczamy przez N,.

Definicja 5 ([65]). Niech e € [0, 1]. Dzialanie F' € N, ktoére jest dodatkowo laczne i przemienne
nazywamy uninorma z elementem neutralnym e. Rodzine wszystkich uninorm oznaczamy U,.

!Na potrzeby tego autoreferatu beda stosowane spolszczone wersje angielskich terminéw (nullnormy, 2-uninormy,
semi-t-operatory) z uwagi na brak ich polskich odpowiednikéw.



Ogdlna struktura dziatan z rodziny N, jest nastepujaca.

Twierdzenie 1 ([R10]). Niech e € (0,1). F' € N, wtedy i tylko wtedy, gdy

eA (Z,4) gdy (x,y) € [0,¢]?
Fla,y) = k+(1—e)B (325,425)  gdy (a,y) € [e,1]?, (2)
C(z,y) 9dy (z,y) € De

gdzie D, = [0,¢e) x (e,1] U (e,1] x [0,¢€), A :[0,¢e]> — [0, €] jest rosngce z elementem e, B : [e,1]? —
[e, 1] jest rosngce z elementem e oraz C : D, — [0,1] jest funkcjq rosngcg spelniajgcq nieréwnosci
min(z,y) < C(z,y) < max(z,y) dla (z,y) € D..

Definicja 6 ([R10]). Niech e € [0,1]. Przez N (NM1) oznaczamy klase wszystkich dziatan
F € N, spehiajacych dodatkowy warunek:

F(0,z) = F(z,0) =z dla kazdego = € (e,1] (F(1,z) = F(z,1) = dla kazdego x € [0,¢)).

Ponadto
Nmax —_ UNmax’ Nmin _ UNmin‘
e ‘ e ‘
Definicja 7 (|[R10]). Niech k € [0,1]. Przez Z; oznaczamy rodzine wszystkich dzialan rosnacych
G : [0,1)*> — [0,1] posiadajacych elementy neutralne e = 0 w [0,k] oraz e = 1 w [k, 1]. Ozna-
czenie Zj, nawigzuje do tego, ze k jest elementem zerowym dzialania G (jego istnienie gwarantuja
monotnicznos$é oraz elementy neutralne).

Definicja 8 ([I4]). Niech k € [0,1]. Dzialanie G € Zj, ktore jest dodatkowo laczne i przemienne
nazywamy nullnorma z elementem zerowym k. Rodzine wszystkich nullnorm oznaczamy V.

Uwaga 1. W szezegdlnoéci NiHR = AVERaX = Zo = N} i NP0 = NP = 21 = N, gdzie N7 (Np)
obejmuje dzialania rosnace z elementem neutralnym e = 1 (e = 0).

Laczne i przemienne dzialanie odpowiednio z klasy N7 i Ny nazywamy normg tréjkatna oraz ko-
norma tréjkatna (w skrécie t-norma i t-konorma) i oznaczamy symbolem T i S (zob. [38], strony
6 i 13). Normy i konormy tréjkatne stanowia przemienne pélgrupy uporzadkowane w [0, 1] z ele-
mentem neutralnym na koncu przedziatu.

Ogdlng strukture dziatan z rodziny Zj, przedstawia ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2 ([R10]). Niech k € (0,1), G : [0,1]2 — [0,1]. G € Z}, wtedy i tylko wtedy, gdy

kA (%, %) gdy (,y) € [0, k]?
Ga,y) = k+ (1 —k)B (55, 45)  gdy (z,y) € [k, 1],
k g9dy (z,y) € Dy,

gdzie A : [0, k] — [0, k] jest rosngce z elementem e = 0 a B : [k, 1]?> — [k, 1] jest rosngce z elementem
e=1.

Biorac pod uwage fakt, ze jedynymi dzialaniami idempotentnymi z klas N7 i N sa odpowiednio
min i max, to w nastepstwie otrzymujemy dwie jedyne uninormy idempotentne z klas A//in j A/max
oznaczane jako U™ i U™ oraz jedyna nullnorme idempotentna Vi (zob. rys. 11 2).



min max max max

min min min max

0 e 1 0 e 1

Rysunek 1: Struktura uninorm idempotentnych z klas NMin j A/max,

1
k min
k
max k
0 k 1

Rysunek 2: Struktura nullnormy idempotentnej Vj.

Uninormy U, C N i nullnormy (réwnowaznie t-operatory [44]) V C Zj sa dzialaniami interesu-
jacymi z uwagi na ich struktury stanowiace szczegdlne potaczenia norm i konorm tréjkatnych, dzieki
czemu okazaly sie bardzo przydatne w wielu obszarach badawczych, szczegdlnie w logice rozmytej,
systemach eksperckich, sieciach neuronowych, teorii uzytecznosci czy w rozmytym modelowaniu
systemow (zob. np. [24], [28], [39], [43], [64]).

Ze wzgledu na obszerng liste zastosowan podjeto szerokie badania teoretyczne obejmujace cha-
rakteryzacje rozwigzan rownan funkcyjnych dla agregacji, w tym gloéwnie réwnania rozdzielnoéci.
Brak rozdzielnosci jest duza przeszkoda we wszelkich przeksztalceniach algebraicznych co stanowi
tez problem w modelowaniu komputerowym (zob. np. [I7]). Na ogél bowiem agregacje nie sa wzgle-
dem siebie rozdzielne, a tym bardziej wzajemnie rozdzielne. W mojej ocenie najlepiej bedzie zobrazo-
waé ten problem na przykladzie Srednich (tabela 1) oraz t-norm i t-konorm (tabela 2). W rezultacie
pomiedzy prawa i lewa strona réwnania rozdzielnosci (LD) moga zachodzié cztery rézne relacje
L <P,L>P,L=Poraz L || P (strony réwnania sa nieporéwnywalne), co zostalo zebrane
w tabeli 3.

Tablica 1: Podstawowe przyklady srednich w [0,1] (zob. [R11]).

Srednia Srednia Nazwa
M (z,y) = min(z,y) My(z,y) = max(z,y) Minimum i maksimum
My(z,y) = %ry Ma(z,y) = J/zy Srednie arytmetyczna i geometryczna
0, r=y=0 .
My (z,y) =9 5, Y Mp(z,y) = $2J2“y2 Srednie harmoniczna i kwadratowa
ﬁ, poza tym
Pi(z,y) ==z Py(z,y) =y Rzutowania na pierwszg i drugg zmienng
My(z,y) =Xz + (1 - XNy, Ae[0,1] Srednie liniowe




Tablica 2: Podstawowe przyklady t-norm i t-konorm ([R11]).

T-norma T-konorma Nazwa

Ty (z,y) = min(zx,y) Sy (z,y) = max(z,y) Dziatania kratowe
Tp(z,y)=z-y Sp(z,y)=x+y—x-y Dzialania algebraiczne
Tr(z,y) = max(z +y — 1,0) Sp(z,y) = min(x +y,1) Dzialania Lukasiewicza

max(z,y), min(z,y) =0

1, min(z,y) > 0

i , ax(x,y) =1 . . .
min(z,y), max(z,y) Dzialania skrajne

TD(az,y):{ SD(x,y):{

0, max(z,y) <1

Tablica 3: Rozdzielno$¢ t-norm, t-konorm oraz $rednich okreslonych tab. 1 i tab. 2 ([R11]).
F \ G Sp S Sp S Mp Mp Mg Mg Tm Tp T Top

Sp < < < = > > < < = = |
SL < < | = = 2 [ | = [ I |
Sp < < < = > = < < = =2 > >
Sm < < < = < £ £ < = > > >
Mp < €« £« = = << £ << = =2 > >
Ma < < < = > = < < = > > >
Mg < < < = > > = < = =21 >
Mn < < < = > > > = =1 1 =
Tm < < < = =2 > > > = > > >
Tp < < < = = = = = = > > >
Ty mfn n = < < =2 =2 = | > 2
Tp I ] < = < < = = = > > >

Wobec powyzszego, moim gtéwnym zatozeniem badawczym bylto wyznaczenie takich rodzin pa-
rametrycznych par agregacji, ktore spelniaja réwnanie rozdzielnosci (réwnanie modularnosci).

W przedlozonym cyklu prac [R1]-[R6] cel ten zostal osiagniety. W cyklu tym istotnie koncentruje
sie na rozwiazywaniu problemu rozdzielnosci i modularnosci dla réznych klas agregacji. Podjecie
badan w [R1]-[R2] bylo motywowane kilkoma nierozstrzygnigtymi zagadnieniami zawartymi w pod-
sumowaniu mojej rozprawy doktorskiej. Uogolnienie wynikéw na nowe klasy agregacji wymagato
udoskonalenia dotychczas stosowanych technik i narzedzi dowodowych.

Omoéwienie najwazniejszych wynikéw wchodzacych w sklad osiagniecia przedstawie stosujac kolej-
nos¢ chronologiczna podjetych probleméw badawczych.

Problem podrozdzielnos$ci lub nadrozdzielnosci w przypadku braku rozdzielnosci

Gléwne wyniki pracy [RI] (wspélnej z J. Drewniakiem) po$wiecone sa parom nierozdzielnych
dzialan algebraicznych z rodzin Zj i N, a dokladniej wskazuja warunki gwarantujace podrozdziel-
nos¢ lub nadrozdzielnosé tych par dzialan w przypadku istotnego braku ich rozdzielnosci. Uzyskane
wyniki jednoczesnie stanowia uzupelnienie wynikéw prac [R7]- [R10]. W szczegdlnoéci opisano ro-
dziny dwuargumentowych dziatan rosnacych podrozdzielnych lub nadrozdzielnych w odniesieniu do
uninorm i nullnorm idempotentnych.

Jesli w definicji [1| réwno$¢ zastapimy odpowiednimi nieréwnosciami” < ” lub ” > ” oraz X = [0, 1],
to powiemy, ze dla wszystkich x,y, z € [0,1]
F jest lewo (prawo)-stronnie podrozdzielne wzgledem G, gdy

F(z,G(y,2)) < G(F(z,y),F(z,2))  (F(G(y,2),z) < G(F(y,z), F(z,))), (3)
F jest lewo (prawo)-stronnie nadrozdzielne wzgledem G, gdy

Flz,G(y,2)) > G(F(x,y), F(x,2))  (F(G(y, 2),2) > G(F(y, x), F(z,1))). (4)



Motywacja dla tego typu rozwazan obejmujacych nieréwnosci funkcyjne rozdzielnosci byta praca
C. Alsiny [4] oraz wyniki zaobserwowane w pracy T. Calvo [13] méwiace, ze pary dzialain dualnych
tj. norm i konorm tréjkatnych nie musza by¢ rozdzielne. Ponadto artykul M. Mas i in. [46] do-
starczyt dodatkowych informacji dotyczacych zaréwno rozdzielnosci jak i jej braku w przypadku
pary uninorm i nullnorm. Wspélnie z J. Drewniakiem zalozyliSmy wéwczas, ze ten brak rozdzielno-
$ci mozna zastapié¢ nieréwnosciami funkcyjnymi rozdzielnosci jak np. w teorii krat wykorzystujacej
podrozdzielnoéci i nadrozdzielnodci.

Pelne charakteryzacje dzialah rozdzielnych F € Z, U N U NP § G € Z; U ./\/’;cnin U Njrax
zostaly przeprowadzone we wczesniejszych artykulach [R7]-[R10]. Warunek rozdzielnosci (LD) lub
(RD) przy pewnej dowolnoéci dziatania F' zawsze implikuje idempotentnos$¢ dzialania G. Wszystkie
pozytywne (+) i negatywne (-) wyniki (ozn. W) lewostronnej rozdzielnosci uzykane w tych pracach
sg podsumowane w ponizszej tabeli,

F/ G Vk U}Illll U}nax
Przyp. W | Publ Przyp. \WY% Publ. Przyp. \WY% Publ.

Z, s<k + | [R8, tw. 4 | s<f + R11], tw. 18 | f < s T R11], tw. 16
k<s + RS, tw. 5 f<s - R11], tw. 18 | s< f - R11], tw. 16
k<e + R11],tw. 10 | f<e + R9|, tw. 3 0=f<e + R10], tw. 3

NEn o< k=1 ]+ | R, tw. 14 [e< f=1 + RO, tw. 1 0<f<e - R10], tw. 3
e<k<l1|- [R11,tw. 14 [ e< f <1 - [RY], tw. 1 O<f<e<l]|| [R10], tw. 5
e<k + | [R11],tw.9 |e< f=1 + [R10], tw. 4 | e< f + [RY], tw. 4

NP> T 0=k<e | + Rl11],tw. 13 [ e< f< 1 - R10l,tw. 4 | 0=f<e + R9], tw. 2
O0<k<e| - R1l],tw. 13 | 0< f<e<1 | | R10], tw. 6 0<f<e - R9], tw. 2

przy czym

(+) oznacza, ze istnieja takie F' i G z odpowiednich rodzin dzialan, ktére spelniaja réwnanie lewo-

stronnej rozdzielnosci,
(-) oznacza, ze réwnanie lewostronnej rozdzielnosci jest sprzeczne dla dowolnych dziatan F' i G z

odpowiednich rodzin,

(]) oznacza, ze dla dowolnych dzialan F'i G z odpowiednich rodzin lewa i prawa strona réwnania
rozdzielnosci sa nieporéwnywalne. Do analizy przypadkéw (-) zastosowano w [R1] m.in. twierdzenie
3.2 oraz lemat 3.3.

W przypadku F € N, G € N w zaleznosci od uporzadkowania ich elementéw neutralnych
wyrézniamy w [RI] cztery nastepujace podprzypadki F € N™* i G € NV }nin (twierdzenie 4.1);
F e N i G e NP (twierdzenie 4.2); F € N™ i G € N (twierdzenie 4.5); F € N
i G e NP™ (twierdzenie 4.6).

Warunkiem wystarczajacym we wszystkich powyzszych twierdzeniach byta idempotentnos¢ dziata-
nia G, gdzie odpowiednio (por. z rys. 1)

max(z T 2
/\/}nin e =0 = {min((x ’5)) Igbi}zla( t’yy;E - ) (5)
min(z,y) gdy(z,y) € [0, f]? | o

N7 5 G(z,y) = U™ (2,y) = {
max(z,y) poza tym

Rozwazajac nieréwnosci lub dla dziatan z réznych rodzin F € N, i G € Zj, otrzymujemy,
ze w przypadku k > 0 dziatanie F' € N3 (twierdzenie 5.1), w przypadku k < 1 dzialanie F' € N0
(twierdzenie 5.2) oraz G musi by¢ nullnorma idempotentng okreslona wzorem (rys. 2)

max(z,y) gdy (2,y) € [0, k]?
G($7y) = Vk(:z:ay) = min(a:,y) gdy (:v,y) € [kv 1]2 : (7)
k gdy (z,y) € Dy




Zatem rozwazania w pracy [R1] przyniosly porzadane wyniki (zob. ponizsza tabele), ktére stanowia
niezbedne uzupelnienie badan przeprowadzonych w [R7] - [R10] oraz [46] [47].

Tablica 4: Podsumowanie pracy [R1].

F G Vi Uy Uge
Przypadek | Wynik | Tw. | Przypadek | Wynik | Tw. | Przypadek | Wynik | Tw.
Z - - - f<s < 62 |s<f > 6.1
Nmn e <k > 52 |e<f < 41 | f<e < 4.5
Npax | | < e < 51 |e< f > 46 | f<e > 4.2

Na podstawie twierdzen 4.1 oraz 4.2 w [R1] otrzymujemy wnioski 4.3, 4.4 stanowiace istotne
uzupelnienie Propositions 6.2 i 6.6 z pracy [47] méwiace, ze

(i) w przypadku e < f kazda uninorma F' € N™" (konorma tréjkatna F € Np) jest podrozdzielna
wzgledem uninormy idempotentnej G = U™ (j5)),

(i) w przypadku e > f kazda uninorma F € N™®* (norma tréjkatna F' € N7) jest nadrozdzielna
wzgledem uninormy idempotentnej G = U™#* @

Ponadto bezposrednio z twierdzen 4.5 1 4.6 w [R1] wnioskujemy (wnioski 4.7, 4.8), ze

(i) w przypadku e > f kazda uninorma F' € N™" jest podrozdzielna wzgledem uninormy idem-
potentnej G = U™max @,

(ii) w przypadku e < f kazda uninorma F' € N™* jest nadrozdzielna wzgledem uninormy idem-
potentnej G = U™ ().

Jednak w przypadku odwrotnej kolejnosci elementéw neutralnych nie uzyskamy ani podrozdzielnosci
ani tez nadrozdzielnosci dla tych dziatan nawet dla obu dzialan idempotentnych, co zostalo pokazane
w przykladzie 4.9 w [R1].

Jako uzupelnienie Propositions 5.2 1 5.5 z pracy [46] mamy wnioski 5.3, 5.4 w [R1] méwiace, ze

(i) dla k < e kazda uninorma F € N (norma tréjkatna F' € N7) jest podrozdzielna wzgledem
nullnormy idempotentnej G = Vj, (7)),

(ii) dlae < k kazda uninorma F' € N (konorma tréjkatna F' € Ap) jest nadrozdzielna wzgledem
nullnormy idempotentnej G = Vj, (7).

W odwrotnym przypadku, gdy F' € Z; a G € Ny (twierdzenia 6.1 oraz 6.2 w [R1]), otrzymujemy
kolejne wnioski 6.3 i 6.4, ktére uzupelniaja Proposition 4.1 z pracy [46] wskazujace, ze

(i) dla s < f kazda nullnorma F € Z; jest nadrozdzielna wzgledem uninormy idempotentne;j

G _ Umax @7

(ii) dla f < s kazda nullnorma F € Z; jest podrozdzielna wzgledem uninormy idempotentne;

G = Umin " .

Problem (warunkowej) rozdzielnosci dla dziatan rosnacych z elementem neutralnym

Gléwne wyniki rozwazan podjetych w pracy [R2] obejmuja charakteryzacje rozwiazan zaréwno
dla warunkowej jak i zwyktej rozdzielnoéci pomiedzy dziataniami F' € N™PUN™MEX oraz G € N1UND,
i na odwrét, co jednocze$nie uogélnialo wyniki pracy [54] i poszerzylo zbiér mozliwych rozwiazan
dla rozwazan opublikowanych w [R1, [RS8, [R9, R11].



Poniewaz problem rozdzielnoéci dowolnej agregacji wzgledem t-konormy (t-normy) prowadzi
w efekcie do trywialnych rozwiazan, to znaczy t-konorma (t-norma), o ktérej mowa, musi by¢ max
(min), konieczne bylo ograniczenie dziedziny dla réwnania rozdzielnosci w nastepujacy sposéb.

Definicja 9. Niech F' € N, z elementem neutralnym e € (0,1) oraz G € Ny (G € N7). Méwimy, ze
dziatanie F' jest warunkowo lewostronnie rozdzielne (LC D) wzgledem dziatania G jesli

F(z,G(y,2)) = G(F(z,y), F(z,2)) dla wszystkich z,y,z € [0, 1] takich, ze G(y,z) <1 (G(y,z) > 0).
Dzialanie F' jest warunkowo prawostronnie rozdzielne (RCD) wzgledem G jesli
F(G(y,z2),x) = G(F(y,z), F(z,z)) dla wszystkich z,y,z € [0,1] takich, ze G(y,z) <1 (G(y,z) > 0).

W przypadku dziatania przemiennego F' oba warunki (LC D) i (RC D) pokrywaja sie jako (C'D).
Ten rodzaj rozdzielno$ci znany jest takze jako zawezona rozdzielnos$¢ [35], i chociaz dziedzina jest
slabo zawezona, to klasa par dzialan spelniajacych (C'D) jest duzo szersza.

Przewazajaca czes¢ wynikéw uzyskanych w pracy [R2], w przypadku gdy element neutralny dzia-
tania F' € N, byl elementem idempotentnym dzialania G € NyUN7, przedstawia nadal rozwigzania
typu max, min, przy czym dla F € N™" dodatkowo istotnym zalozeniem byla ciagloéé dziatania
G € Ny, dla F € N cigglo$é G € N7 a dla idempotentej F' € N, ciaglo$é G € N1 UNy. Obejmuja
one twierdzenia 5.3, 5.5, 5.7, 5.12, 5.13 w [R2], ktére zaprezentuje tacznie.

Twierdzenie 3. Niech e € (0,1).

(i) Dzialanie F € N™a (F € N™) jest lewostronnie lub prawostronnie warunkowo rozdzielne
wzgledem dzialania G € Ny (G € Ni) wtedy i tylko wtedy, gdy G = max (G = min).

(ii) Dzialanie F € N™® (F € N™¥) jest lewostronnie lub prawostronnie warunkowo rozdzielne
wzgledem cigglego dzialania G € Ny (G € N1) wtedy i tylko wtedy, gdy G = max (G = min).

(#91) Dzialanie idempotentne F € N, jest lewostronnie lub prawostronnie warunkowo rozdzielne
wzgledem cigglego dzialania G € Ny (G € N1) wtedy i tylko wtedy, gdy G = max (G = min).

Nietrywialne rozwiazania uzyskano natomiast w przypadku, gdy element neutralny e dziatania
F nie byl elementem idempotentnym dzialania G (twierdzenia 5.8 oraz 5.15). Wykorzystano tu
jednak dodatkowe zalozenie lewostronnej ciagltosci dla dziatania F'.

Z kolei rozwazania odwrotnego przyporzadkowania dzialan F i G, czyli gdy F € N7 U Ny
a G € N, nie wymagaly juz zawezania dziedziny i dotyczyly typowej rozdzielnosci.

Twierdzenie 4 ([R2], twierdzenia 6.4 oraz 6.8). Niech e € (0,1).

(1) Dzialanie F € Ny jest lewostronnie lub prawostronnie rozdzielne wzgledem dzialania G € N,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy F' 1 G majq strukture z rys. 3,

(i1) Dzialanie F € Ni jest lewostronnie lub prawostronnie rozdzielne wzgledem dzialania G € N,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy F' 1 G majq strukture z rys. 4,

1 1

max Fy max max

F max min max

0 e 1 0 e 1

Rysunek 3: Struktura rozdzielnych dzialan z twierdzenia |4 (4).



min 5 min max

) min min min

0 e 1 0 e 1

Rysunek 4: Struktura rozdzielnych dzialah z twierdzenia [4] (i7).

przy czym (0, Fy,e) i (e, F», 1) sa uporzadkowanymi strukturami algebraicznymi z wyréznionymi
elementami neutralnymi e i 1.

Problem rozdzielnosci dla semi-t-operatoréw

Problem dotyczacy rozdzielnosci dla t-operatoréw zostal rozwiazany w pracy [46]. Jezeli jednak
opuscimy zalozenie o przemiennosci, to sytuacja staje sie¢ duzo bardziej skomplikowana, wymaga
bowiem rozwazenia 24 oddzielnych twierdzen.

Definicja 10 (por. [22]). Dziatanie F : [0,1]? — [0, 1] nazywamy semi-t-operatorem jesli jest taczne,
rosnace wzgledem obu zmiennych oraz ciagle na brzegu dziedziny, gdy F'(0,0) =01 F(1,1) = 1.
Niech a, b € [0, 1]. Przez F, ; oznaczamy rodzine wszystkich semi-t-operatoréw dla ktérych F'(0,1) =
a, F'(1,0) = b. W szczegblnodci Fy, := Fy, j, oznacza zbidr wszystkich dziatan tacznych w Zj.

Twierdzenie 5 (R3], twierdzenie 2.12). F € F,; wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie dzialania
lgczne T € N1 1 S € Ny, ze

as (£,4) jesli x,y € 1[0,d]
b+ (1= b)T (50,457 jesti @,y € [b,1]
F(r,y) =14 a jesiz <a<y (8)
b jesli y<b<uw
x poza tym
gdy a < b oraz
bS (%,4) jesli x,y € [0, b]
a+(1—a)T (%, %) jesli x,y € [a, 1]
F(z,y) =14 a jesli x<a<y (9)
b jesli y<b< =
Y poza tym
gdy b < a.
1 1
T a T
a x
b1 a
Yy Yy
at+— b
S x b S b
0 a b 1 0 b a 1

Rysunek 5: Struktura semi-t-operatora F' z twierdzenia [5| (lewy , prawy @)
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W pracy [R3] (wraz z P. Drygasiem) scharakteryzowano rozwiazania lewostronnego i prawo-
stronnego réwnania rozdzielnoéci pomiedzy semi-t-operatorami F' € Fop 1 G € F 4 (twierdzenia 4.2
- 4.25) w zalezno$ci od uporzadkowania elementéw a, b dzialania F' i elementéw ¢, d dzialania G.
Cechg szczegdlng uzyskanych wynikow jest to, ze warunkiem koniecznym rozdzielnosci jest zawsze
idempotentno$é¢ dziatania wzgledem ktorego ona zachodzi. Jego strukture przedstawia ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 6 ([R3], twierdzenie 2.14). Semi-t-operator G € F. 4 jest idempotentny wtedy i tylko
wtedy, gdy ma strukture okreslong jok na rys.6.

1 1
min c min
c T
d c
Yy Y
c d
max x d max d
0 c d 1 0 d ¢ 1

Rysunek 6: Struktura idempotentnego semi-t-operatora (lewy gdy ¢ < d, prawy gdy d < ¢).

Warunek wystarczajacy z kolei wymusza okreslong strukture dziedziny pierwszego dziatania,
ktorego zacie$nienia muszg spetnia¢ pewne dodatkowe wlasnoéci. Ponadto uzyskujac takie same
rozwigzania zaréwno w przypadku lewostronnej jak i prawostronnej rozdzielno$ci w opisie twier-
dzen uzywamy terminu rozdzielnosci (jako obustronnej).

Rozwiazanie problemu rozdzielnosci dla dzialan z rodziny semi-t-operatoréw, zostalo przeprowa-
dzone kompleksowo.

F/G GeFea, c<d GeFea, d<c

Przypadek Wynik Przypadek Wynik
c<a<s<b<d| tw. 4.2 d<c<a<b| tw. 4.8
c<d<a<b| tw. 4.3 d<a<c<b | tw. 4.9
FeFup,a<bhb|c<a<<d<b | tw. 44 d<a<b<c | tw. 4.10
a<c<b<d | tw. 4.5 a<d<b<ce | tw. 412
a<b<e<d | tw. 4.6 a<b<d<c| tw.4.13
c<d<b<a |tw. 414 | d<c<b<a | tw.4.20
c<b<d<a | tw. 415 | d<b<c<a | tw. 4.21
FeFap, b<a | c<b<a<d|tw.416 |d<b<a<c | tw. 422
b<c<a<d | tw. 418 | b<d<a<c | tw. 4.24
b<a<e<d | tw. 419 | b<a<d<c | tw. 4.25
a<c<d<b | tw. 4.7 a<d<ce<b | tw. 4.11
b<ce<d<a | tw. 417 | b<d<c<a | tw. 4.23

FeFap

Podali$my pelna charakteryzacje rozwiazan rownan (LD) i (RD), tj. dla nieprzemiennych dzia-
tan ' € Fop i G € Feq w zaleznodci od uporzadkowania elementéw a, b, ¢, d.
W powyzszej tabeli zestawiono wszystkie te mozliwe przypadki, na ktére sktadaja sie 24 twierdze-
nia. Mozna tu zauwazy¢, ze w twierdzeniach 4.7, 4.11, 4.17 i 4.23 obustronna rozdzielno$é¢ zachodzi
w przypadku zupelnie dowolnego semi-t-operatora F'. Przedstawie przyktadowe 2 z uzyskanych 24
rezultatow.

Twierdzenie 7 ([R3], twierdzenie 4.2). Niecha,b,c,d € [0,1], ¢ < a < b < d. Dzialanie F' € F, jest
rozdzielne wzgledem dziatania G € F, q wtedy i tylko wtedy, gdy F' i G majq strukture z rys.7, gdzie
(10,¢], S1,0), ([c,al, Sa,¢), (b,d],T1,d), (|d,1],T2,1) sq pélgrupami uporzqedkowanymi z wyrézinio-
nymi elementami neutralnymi.
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1 1
min| 15 min
d1 d1
a T |min
b1 bt ¢
T

a T a d

max S b
c c

S1 max max
0 ¢ a b d 1 0O ¢ a b d 1

Rysunek 7: Struktury dzialan F' i G z twierdzenia

Twierdzenie 8 ([R3], twierdzenie 4.8). Niecha,b,c,d € [0,1], d < ¢ < a < b. Dzialanie F' € F, jest
rozdzielne wzgledem dzialania G € F.q wtedy i tylko wtedy, gdy F' i G majq strukture z rys. 8, gdzie
(10,d], 51,0), (|d,c],S2,d), (lc,al,Ss,¢), (b,1],T,1) sq pélgrupami uporzqdkowanymi z wyrézinio-
nymi elementami neutralnymi.

1 1
T
b a b
c min
a a
S3|
¢ max 3 b c
So Y
d d
S, | max max d
0 d ¢ a b 1 0 d ¢ a b 1

Rysunek 8: Struktury dziatan F' i G z twierdzenia

Zastosowanie powyzszych twierdzen do nullnorm

Przyjmujac ¢ = d = k otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9 ([R3], polaczona wersja twierdzen 5.1 - 5.4). Niech a,b, k € [0, 1].
(1) W przypadku a < b < k dzialanie F € F, jest rozdzielne wzgledem dziatania G € Fj wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest nullnormg idempotentng , a F' przyymuje nastepujgcg postac

asS (%,4) jesli x,y € [0,a]
b+ (k—b)T} (f ,%7’;) jesli x,y € [b, k]

k:+(1—k:)T2(17 - k) jesli x,y € [k, 1]
F(z,y) = min(z,y) jesli b < min(z,y) < k < max(z,y) °

;T‘@

R‘

a jesli x < a <y
b jesli y<b<«x
T poza tym

gdzie ([0,al,S,0), (Ib,k],Th,k), ([k,1],T>,1) sq pdlgrupami uporzedkowanymi z wyréznionymi ele-
mentami neutralnyms;
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(13) W przypadku k < b < a dzialanie F' € F,y, jest rozdzielne wzgledem dzialania G € Fj, wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest nullnormg idempotentng , a F przyymuje nastepujgcg postac

kS (£,%) jesli x,y € [0, k]

k(o= k)Sy (225, 158)  jesli @,y € [k, a]

max(z,y) jesli min(z,y) < k < max(z,y) <
F(z,y) =9 b+ (1 -b)T (f—:b, 31/—:1’) jesli x,y € [b,1] ;

a jesli x < y

b jedli y < b

Y poza tym

gdzie (0,k],S1,0), ([k,al, S2,k), ([b,1],T,1) sq pélgrupami uporzqdkowanymi z wyréznionymi ele-
mentami neutralnymi;

1 1
min| 15 a T
ki ® a
T1 | min Yy
b b
T max | So
a k b
S b Sl max
0 a b k 1 0 E b a 1

Rysunek 9: Struktura dzialania F' z twierdzenia[9] (i) (lewy) i (ii) (prawy).

(1ii) W przypadku a < k < b kazde dzialanie F € F, jest rozdzielne wzgledem dzialania G € Fy,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy G jest nullnormg idempotentng ;

(tv) W przypadku b < a < k dzialanie F' € F, jest rozdzielne wzgledem dziatania G € Fj, wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest nullnormg idempotentng , a F' przyymuje nastepujgcg postac

asS (£,4) jesli x,y € [0,b]
b+ (k=0T (45,455 ) desti @,y € [a, ]
k+ (1= BTy (355, 455) jesti @,y € [k, 1]
F(z,y) = min(z, y) jesli a < min(x,y) < k < max(z,y) °

a jesli x<a<y
b jesli y<b< x
Y poza tym

gdzie ([0,0],5,0), (la,k],Th,k), ([k,1],T2,1) sq pélgrupami uporzedkowanymi z wyréznionymi ele-
mentami neutralnymi.

Problem rozdzielno$ci semi-t-operatoréw wzgledem uninorm

Problem rozdzielnoéci F' € F,; wzgledem U € U, zostal rozwigzany w pracy [R5] napisanej
wspoOlnie z P. Drygasiem i F. Qinem. Bez zalozenia przemiennosci dla semi-t-operatoréw nadal ko-
nieczne byto osobne rozwazenie zaréwno lewostronnej jak i prawostronnej rozdzielnosci. Rozwigzania
lewostronnej rozdzielnosci wygladaja bardzo podobnie do prawostronnej rozdzielnosci, jednak lewo-
stronna rozdzielnos¢ dla F' i U moze by¢ rozwazana dla a < b, natomiast prawostronna rozdzielnosé
dla b < a. Ponadto w przypadku, gdy a < b, to dzialanie F' ma prawostronny element neutralny
w podprzedziatach, ktore dodajg sie do przedziatu jednostkowego, a tym samym lewostronna roz-
dzielno$¢ wymusza idempotentno$¢ uninormy, czego dowodzi nastepujacy lemat.
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Lemat 10 ([R5], lemat 2). Niech dzialanie F : X? — X posiada prawostronny (lewostronny)
element neutralny e w pewnym podzbiorze O #Y C X. Jezeli F jest lewostronnie i prawostronnie
rozdzielne wzgledem dziatania U : X% — X spelniajgcego Ule,e) = e, to U jest idempotentne w'Y .

7 drugiej strony, lewostronny element neutralny mozna uzyskaé tylko w okreslonym podzbiorze
przedziatu jednostkowego, co pozwala jedynie na uzyskanie czeSciowego wyniku.

Lemat 11 ([R5], lemat 20). Niech a,b,e € [0,1]. Jezeli a < b oraz dziatanie F' € F, 4 jest prawo-
stronnie rozdzielne wzgledem dzialania U € U, to U jest idempotentne na zbiorze [0,a] U [b, 1].

Stad w rozwazanej pracy [R5] charakteryzacja rozwiazan obejmuje tylko te przypadki, dla ktérych
z wykorzystaniem lematu [L0] mozliwe bylto uzyskanie idempotentnosci dla uninormy G.
Co wiecej, mozna zaobserwowac, ze struktura semi-t-operatora nie jest symetryczna wzgledem gléw-
nej przekatnej (w przeciwienstwie do dzialan z rodzin N, i Z). Nie mozemy zatem uzyska¢ wynikéw
dualnych dla lewostronnej i prawostronnej rozdzielnosci, a nastepnie potaczyé¢ je w celu uzyskania
obustronnej rozdzielnosci, jak to bylo mozliwe do zrealizowania w [R10], pracach dla dzialan sy-
metrycznych wzgledem gléwnej przekatnej, a nawet nieoczekiwanie w pracy [R3]. W przypadku
semi-t-operatoréw i uninorm nie jest to mozliwe do zastosowania, czego dowodzi przyklad 3 w [R5].

Rozwigzania problemu rozdzielnoéci F' € F,; wzgledem U € U, spelniajacej U(0,1) = 0 lub
U(0,1) = 1 obejmuja twierdzenia 7-14.
Dowdéd warunku koniecznego kazdego z tych twierdzen jest poprzedzony kilkoma lematami, w kto-
rych najpierw wykazujemy idempotentno$¢ uninormy (na bazie lematu 2 i twierdzenia 6 przy uzyciu
funkcji Id-symetrycznej g : [0,1] — [0, 1] z punktem stalym e), a nastepnie ustalamy porzadek po-
miedzy elementem neutralnym uninormy a elementami a i b, co ostatecznie wymuszalo pewien
podzial w strukturze semi-t-operatora. Sprawdzenie warunku wystarczajacego wymaga natomiast
rozwazenia odpowiednio wielu przypadkow, w zaleznosci od uporzadkowania a, b i e, a nastepnie
skrupulatnego ich przeliczenia.

Przedstawie teraz jeden z rozwazanych w [R5| przypadkéw, gdy F € F,p dla 0 < a
i uninorma U € U, spelnia warunek U(0,1) = 0 (w przypadku uninormy, dla ktérej U(0,1)
wyniki sa analogiczne).

A

b
1

Twierdzenie 12 ([R5], twierdzenie 8). Niech a,b,e € [0,1], 0 < a < b. Dzialanie F € F, jest
lewostronnie rozdzielne wzgledem uninormy U € U, takiej ze U(0,1) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
e<a, G=Um @ i ' ma strukture jok na rys. 10 (lewy), gdzie T jest izomorficzne z dzialaniem
tgcznym z klasy N1, Sy jest izomorficzna z dziataniem lgcznym klasy Ny, e jest prawostronnym
elementem neutralnym Ss : [e,a)®> — [e,a], O jest lewostronnym elementem neutralnym dzialania
rosngcego A : [0,e] X [e,a] — [e,a] oraz A, T, Sy, So majqg wspélne wartosci na brzegach dziedziny.

W przypadku prawostronnego réwnania rozdzielnosci (RD) pomiedzy F' € Fyp, gdy b < a oraz
uninormy przy zalozeniu U(0,1) = 0 otrzymujemy odmienna charakteryzacje rozwiazan wzgledem
tej przedstawionej powyzej. Mianowicie, zachodzenie warunku (RD) nie daje tych samych rozwia-
zan co w przypadku (LD) w odniesieniu do struktury semi-t-operatora, jak to bylo mozliwe np.
w rozwazaniach zawartych w [R3].

Twierdzenie 13 ([R5], twierdzenie 10). Niech a,b,e € [0,1], 0 < b < a. Dzialanie F' € F, jest
prawostronnie rozdzielne wzgledem uninormy U € U, spetniajacej U(0,1) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdye < b, G=Um @ i F ma strukture z rys. 10 (prawy), gdzie T jest izomorficzne z dzialaniem
tgcznym klasy N1, Si jest izomorficzna z dziatlaniem lgcznym z klasy Ny, e jest lewostronnym
elementem neutralnym Ss : [e,b]? — [e,b], 0 jest prawostronnym elementem neutralnym dziatania
rosngcego B : [e,b] x [0,e] — [0,¢e] oraz B, T, S1, So majg wspdlne wartosci na brzegach dziedziny.
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T a T
a
a
b y
x b
A | S max | So
e b € b
S| max S1 | B
0 e a b 1 0 e b a 1

Rysunek 10: Struktura dzialania F' € F,; z tw. (12| (lewy), z tw. [L3| (prawy).

Problem rozdzielnosci dla 2-uninorm

Problem rozdzielnosci miedzy nullnormami (t-operatorami) zostal zbadany juz w pracy [46],
a przy stabszych zalozeniach w [R7]. Zauwazmy (rys. 11), ze w strukturze nullnormy V' wystepuja
dwie uporzadkowane pélgrupy przemienne ([0, k], Sy, 0) i ([k, 1], Ty, 1) z elementami neutralnymi 0
il.

0 k 1
Rysunek 11: Struktura nullnormy V € V.

Jezeli teraz dopuscimy mozliwosé, ze elementy neutralne beda dobierane dowolnie w [0, k] i [k, 1], to
otrzymamy uogolnienie nullnormy z odpowiednimi pétgrupami izomorficznymi z uninorma. Dlatego
takie uogdlnienie zostalo nazwane 2-uninorma (por. [2]). Dokladniej mamy

Definicja 11 ([R4], definicja 2.11). Niech k& € (0,1) oraz 0 < e < k < f < 1. Dzialanie rosnace
F :[0,1]2 — [0,1] nazywamy 2-uninormg jesli jest przemienne, taczne i spelnia warunek

Vo<t Fle,z) =a oraz Vysi F(f,z) = . (10)
Przez Uy 5y oznaczamy klase wszystkich 2-uninorm.

Bezposrednio z warunku oraz monotonicznosci dzialania F' € Uy y) wynika, ze k jest
elementem zerowym w przedziale [e, f], czyli

vme[eyf] F(l‘, k) — k
Lemat 14 (|[R4], lemat 2.14). Niech F € Uy ). Wowczas dwie funkcje Uy, Uz zdefiniowane jako

F(kz, ky)
k
Flk+(1—-k)z,k+ (1 —Ek)y)

1-k

Ul(xay) = dla T,y € [07 1]7

UQ(xay) = dla T,y € [07 1]7

sq uninormami z elementami neutralnymi réwnymi odpowiednio 7 i {f_llj
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Lemat 15 ([R4], lemat 2.15). Niech F' € Uy ). Wowczas

(1) F(

(1) F(-,1) jest nieciggla w punkcie f wtedy i tylko wtedy, gdy Us(-,1) jest nieciggla w punkcie
f—k
=k

Lemat 16 ([R4], lemat 2.16). Jezeli F' € Uy, 5, to F'(0,1) € {0,k,1}.

,0) jest nieciggla w punkcie e wtedy i tylko wtedy, gdy Ui(-,0) jest niecigglta w punkcie 7,

Z powyzszych lematéw otrzymujemy trzy podklasy dziatan z Uy, r) w oparciu o element F'(0,1)
oznaczone jako Cg(e,f)’ Cf(e7f), Cé(eyf) (lub krécej jako C°,CF,Ch).

Reprezentacja 2-uninorm F € C°,C* C' z mozliwymi punktami nieciggloéci e i f jest objeta
nastepujacymi twierdzeniami ([R4], twierdzenia 2.17-2.21).

Twierdzenie 17. Niech F' € Uy 5), gdzie F'(-,1) jest nieciggla w punktach e i f.
F(1,k) =k oraz F € C,g wtedy @ tylko wtedy, gdy 0 < e < k < f <1 oraz F ma nastepujgcq strukture

uer w [0,k]?
P ue wlk,1]?
] min w (k,1] x [0,e) U[0,e) x (k,1] ’
ko w k1] % [e, k] U[e, k] x [k, 1]

gdzie Ut i U sq dziataniami izomorficznymi z pewnymi uninormami z klasy odpowiednio U™™
U
Twierdzenie 18. Niech F' € Uy(c,y), gdzie F(-,1) jest nieciggla w punkcie e i F(-,e) jest nieciggla

w punkcie f. F(1,k) = 1 oraz F € C) wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < e < k < f < 1 oraz F ma
nastepujgcq strukture

Ue  w|0,k]?
Ut w [k,1]?

F=¢ min w (k,1] x[0,e)U]0,e) x (k,1] ,
max w (f,1] x [e,k)U[e, k) x (f,1]
k w [k, f] X [e, k] U [e, k] x [k, f]

gdzie U¢ i U? sq dzialaniami izomorficznymi z pewnymi uninormami z klasy odpowiednio U™™
L UF

Twierdzenie 19. Niech F' € Uy 5), gdzie F'(-,0) jest nieciggla w punktach e i f.
F0,k)=kiF € C,i wtedy 1 tylko wtedy, gdy 0 < e < k < f <1 oraz F ma nastepujgcg strukture

Ul w [0,k]?

o Ut w [k, 1]?
max w (f,1] x [0,k)U0,k) x (f, 1]’
k w [k, f] x [0,k] U0, k] x [k, f]

gdzie UN 4 U% sq dziataniami izomorficznymi z pewnymi uninormami z klasy odpowiednio U™
i umax

f .
Twierdzenie 20. Niech I € Uy 5, gdzie F (-, f) jest nieciggla w punkcie e a F(-,0) jest nieciggla
w punkcie f. F(0,k) =04 F € C§ wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < e < k < f < 1 oraz F ma nastepujacy
strukture

Ue  w0,k]?
Ul w [k, 1]?

F=¢ min w (k,f] x[0,e)U[0,e) x (k, f] ,
max w (f,1] x [0,k) U[0,k) x (f,1]
k w [k, f] % [e, k] U e, k] x [k, f]

gdzie U¢ i U sq dzialaniami izomorficznymi z pewnymi uninormami z klasy odpowiednio L{emin
Z'U}nax
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Twierdzenie 21. Niech F' € Uy g, gdzie F(-,0) jest nieciggla w punkcie e € (0,k] a F(-,1) jest
nieciggla w punkcie f € [k,1). Wéwczas F € C* wtedy i tylko wtedy, gdy 0 <e <k < f <1 oraz F
ma nastepujgcq strukture

Ul w 0,k]?
F={ U wlk1]? ,
ko ow [k,1] x [0,k]U[0,k] x [k, 1]

gdzie U i U® sq dzialaniami izomorficznymi z pewnymi uninormami z klasy odpowiednio urpex
PUpT.
f

W pracy [R4] (wraz z P. Drygasiem) rozwiazano problem rozdzielno$ci pomiedzy dzialaniami
F € Upyer,11) 1 G € Upy(ey,p,) TOZrOZNIajac zaréwno uporzadkowanie ich elementéw zerowych, jak
rowniez ich swoiste struktury wynikajace z klasyfikacji. Wymagalo to rozpatrzenia 5 przypadkdw,
w ktérych istotna jest struktura 2-uninormy F' oraz wlasciwe uszeregowanie dla poszczegdlnych
elementéw neutralnych obu dziatan aby rozdzielno$é¢ mogta zachodzi¢. Okazalo sig, ze pelna cha-
rakteryzacja rozwiazan zalezy od dwudziestu pieciu przypadkéw, co tym bardziej czynito ten pro-
blem interesujacym. Gléwnymi wynikami [R4] sa twierdzenia 5.1, 5.3, 5.5, 5.7 oraz odpowiednie
uwagi 5.2, 5.4, 5.6, 5.8. Tu, podobnie jak we wcze$niej omawianych pracach, warunkiem koniecznym
rozdzielnosci obu dzialan jest idempotentno$é tego z nich wzgledem ktérego ona zachodzi. Dowdd
idempotentnoéci i ostatecznej struktury G nie jest jednak standardowy. Sktada sie zwykle z kilku
etapow z ktérych jeden dotyczy ewentualnego zredukowania elementéw es i fo tego dziatania do 0, k
i/lub 1. Wéwczas w pewnych podklasach 2-uninorm powoduje to znaczace uproszczenie wyjsciowej
struktury tego dziatania. Zobaczmy to na przykladzie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 22 ([R4], twierdzenie 5.1). Niech ki, ko € [0,1] oraz k2 < k1. Dzialanie F € Céfell "

Jest rozdzielne wzgledem dzialania G € Uy, ey, 1,) wiedy i tylko wiedy, gdy ex < ez < k2 < k1 < f2 <
f1, G jest idempotentne dane odpowiednim wzorem

pmax ., [0,k2]2
ChsG=Uumn k12,  Cf, 90:{

ko poza tym

Umin w [kz, 1]2

min  poza tym ’

(11)

[ymax 0.k 2 .
Ci,2G= { w [0 k] : Cy > G =U™" (zob. (), C}>G=U™ (zob. (6)) (12)
max  poza tym
oraz I jest nastepujgcej postaci
TUd w [0, 61]2
Slljd w e, ko)?
S? ko, k1]?
Fo{Su vk , (13)
Ue w [k1,1]?
ki w [ki, 1] x [0, k1] U [0, k] X [k, 1]
max poza tym

gdzie (10,e1],Tya, e1), ([e1, ko], Sjase1) i ([ka, k1], S, k) to uporzqdkowane pdlgrupy przemienne
z elementami neutralnymi odpowiednio réwnymi ey, ey © ko.
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min|Sye min | mMax
ik : 1
]];g Tyelmin for ko
1‘ . .

1 max 5’[2] J min | min
k? kz v
e S[l]d ]{71 €5 max
€1 €17 .

Tyra max min ko
0 eiex k2 kifafi 1 0 eiexks kifofi 1

Rysunek 12: Struktury rozdzielnych 2-uninorm z twierdzenia [22|dla F' € C*1 i G € Ck2.

Uwaga 2 ([R4], uwaga 5.2). W przypadku rozdzielnosci pomiedzy F' € Céﬁell, m G € Upy(ey, 1)> 8dy
k1 < ko jedyna roznica wystepuje w strukturze 2-uninormy F', a mianowicie

Ud w [O, ]{71}2
Tre  w [k, ka)?

I T2 w [ka, f1)?
Sye  w [f1,1]? ’
k1 w [k1,1] x [0, k1] U [0, k1] x [k1,1]
min poza tym

gdzie ([k1, ko), T, k2), ([k2, f1], Tee, f1) i ([f1,1], Sue, f1) to uporzadkowane pélgrupy przemienne
z elementami neutralnymi odpowiednio rownymi ko, f1 1 f1.

Z kolei w przypadku charakteryzacji rozwiazan rozdzielnosci dla 2-uninorm z podklas CY i C}
wzgledem dowolnej 2-uninormy otrzymane struktury idempotentne pokrywaja sie. Wowczas z po-
taczenia obu przypadkéw uzyskano nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 23 ([R4], twierdzenie 5.7). Niech k1, ko € [0,1] oraz ko < k1. Dzialanie F € {C),C}}
Jest rozdzielne wzgledem dzialania G € Uy, ey, 1,) wtedy i tylko wtedy, gdy ea < e1 < k1 < ka2 < fa <
fi, G jest idempotente dane odpowiednim wzorem

Ck2 5 G =V (z0b. (7)),

min  poza tym

Umln [O k2] Un]'lX [k27 }
022 > G = kz w [GQ,kQ] X [kQ, 1} @] [kg, 1] X [62,k2] s C]iQ > G = kQ w (fz, 1} X [O,kQ) @] [O,kz) X (fQ, 1] s

max poza tym

U™ [0, ko]? U™n o [0, ke]?
U™y [ke,1)? U™y [ke,1)?

3G ={k w [k1, f1] X [er, k1] U ler, k1] x [k1, 1] , Co 2 G =Xk w [k, f1] X [e1, k1] U [er, k1] x [k1, fi]
min  w (kg, 1] X [0,e2) U [0, e2) X (kz2,1] min  w (k1, f1] X [0,e1) U[0,e1) x (K1, fi]
max poza tym max poza tym

oraz I jest nastepujgcej postaci

Tge  w [0,e1]? Tge  w [0,e1]?
Slljc w [61,k2]2 Slljc [e kg]
SEe  w [ke, k1)? SEe  w [ke, ki1)?

CLoF=U% wlk,1)? , G2 F=U  wlk,1? :
ki w [k1, fi] x [e1, ka] U [ex, k] X [k, f1] ki w [k1, fi] x [e1, k] U [ex, k] X [k, f1]
min  w (k1,1] x [0,e1) U[0,e1) x (k1,1] min  w (k1, f1] X [0,e1) U[0,e1) X (K1, f1]
max poza tym max poza tym

gdzie ([0,e1], Tye,e1), ([e1,kal, Spe,e1) i ([kas k1], Se, k2) to uporzqdkowane pélgrupy przemienne
z elementami neutralnymi odpowiednio réwnymi ey, ey © k1.
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Uwaga 3 ([R4], uwaga 5.8). W przypadku k; < ko mamy

Ue w0, ki]? Ue w0, ki)?
Tra  w ki, ko]? Tha  w k1, ko]?
Tra  w ke, fi]? The  w [k, f]?

CY3F =!8y wlfi,1]? ,Co3F =SSy wlfi,1]? :
kq w [k1, f1] X [e1, k1] U [e1, k1] x [k1, fi] ki w [k, fi] X [ex, k] U e, k1] x [k1, fi1]
max w (f1,1] x [e1, k1) U [e1, k1) x (f1,1] max w (f1,1] X [0,k1) U [0, k1) X (f1,1]
min poza tym min poza tym

gdzie ([k1, kg],Téd, k2), ([ka, fl],ng, f1) i ([f1,1], Spa, f1) to uporzadkowane polgrupy przemienne
z elementami neutralnymi odpowiednio rownymi ko, f1 1 fi.

Problem modularnosci dla 2-uninorm

W pracy [R6] (wraz z W. Fechnerem i L. Zedamem) rozwiazano problem modularnosci pomie-
dzy dziataniami z klasy 2-uninorm. Uzyskane wyniki rozwazan dla dziatan posiadajacych ten sam
element zerowy obejmuja zaréwno nietrywialne rozwigzania réwnania modularnosci, jak réwniez ich
zupelny brak.

Réwnanie modularnosci dla dziatan F' € Uy, (e, 1) 1 G € Upy(ey,1,) W Szczegblnym przypadku,
gdy k1 = ko = k ¢ {0,1} wymusilo ich konkretne struktury. W dwadziestu zbadanych przypad-
kach rozrézniono zaréwno postacie obu dziatan, jak i wlasciwe uporzadkowanie ich poszczegdlnych
elementéw neutralnych. Uzyskane uporzadkowanie przedstawia nastepujacy lemat.

Lemat 24 ([R6], lemat 6.1). Jezeli k1 = k2 = k € (0,1) i dzialanie F' € Uy, (e, 1) dla 0 < e1 <
k1 < f1 <1 jest modularne wzgledem dziatania G € Uy, (e, f,) dla ktorego 0 < ez < ko < f2 <1, to

O0<ea<er<k< fo< fi<l

Z kolei jesli eg = eg = e i fi = fo = f, to korzystajac dwukrotnie z twierdzenia (twierdzenie
5.2 w [R6]), ktéro méwi, ze jesli dwa dzialania przemienne posiadajace taki sam element neutralny
sg modularne, to sa one réwne w sensie struktury, wnioskujemy, ze jednoczesnie F' |[07k]2 =G ‘[O’k]2
i Flgz = Gl -

Tak wiec biorac pod uwage strukture dziatan z kazdej podklasy 2-uninorm, mozna byto natych-
miast stwierdzié, ze jedyna mozliwoscia jest rozwazanie modularnosci pomiedzy 2-uninormami F
i G z tych samych podklas. W tym przypadku okazalo si¢, ze one pokrywaja sie w calym kwa-
dracie jednostkowym, co tez zredukowato rozwazania do samomodularnosci, a doktadniej, réwnania
tacznosci na obcietej dziedzinie tj.

F(z,F(y,2)) = F(F(z,y),2) dla wszystkich z,y,z € [0, 1] takich, ze 2z < z.

Jezeli ex < e i fi = fo = f, to U, = Uy, = Uy w kwadracie [k, 1)? i rozwazanie réwnania
modularnoéci dla dziatan z poszczegdlnych podklas 2-uninorm jest mozliwe tylko wtedy, gdy

(i) F,GecCkucC), F,GeCF F,GecCl,

(ii) FeCliGectucy,

(4ii) F eCliGeCducy,

)
)
)
(iv)

FecliGeciucy.

Jezeli e) = ex = e i fo < f1, to U, = U, = U, w kwadracie [0,k]? i rozwazanie réwnania
modularnoéci dla dziatan z poszczegdlnych podklas 2-uninorm jest mozliwe tylko wtedy, gdy
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(i) F,Geckuc}, F,GeCF F,GeC),
(i1) FelYiGeClucs,

)

)
(i) F eC)iGeCducy,

)

(i) FeCtiGecducy.

Zgodnie z zaproponowanymi przypadkami otrzymano zaréwno negatywne, jak i pozytywne wy-
niki. Gléwne wyniki pracy [R6] dotyczace réwnania modularnosci w klasie 2-uninorm dla ktérych
otrzymano nietrywialne rozwiazania to twierdzenia 6.4 - 6.7, gdy e2 < e; i fi = fo = f oraz
twierdzenia 6.8 - 6.11, gdy e; = es = e i fo < fi1. Dokladniej rozwazajac przyktadowo przypadek
F.G € CY dlaktérych 0 < e = e; = e < k < fo < fi < 1 wykazano nastepujace twierdzenie
(z wykorzystaniem twierdzenia 3.4 (iii) z [R6] dla Fiy 112 1 G)jg,1)2)-

Twierdzenie 25 (|R6], twierdzenie 6.10). Niech F,G € CY, dla ktérych 0 < e = e3 = €1 < k <
fo < fi1 < 1. Dzialanie F jest modularne wzgledem dzialania G wtedy @ tylko wtedy, gdy sqg one
nastepujgcej postaci

c 2
Ue w0,k A
, T  wlk, fo
F = T w [k7f2] , G= max w [f2,1]2 ’
koo w k2] x e, kU e, k] x [k, 1] ko w [k, 1] x [e, k] U e, k] x [k, 1]
min poza tym min poza’ tym 7 | |

gdzie U : [0,k]? — [0,K] i T : [k, f2]® — [k, f2] sq dzialaniami izomorficznymi odpowiednio z pewng
uninormg z klasy U™ oraz pewng normg tréjkgtng.

fi=1 1
. min | max
min
foimin| k fomin| k
T T | min
k k
k k
et UF¢ et UF¢
min min
0 e k fo =1 0 e k fo 1

Rysunek 13: Struktura dziatan F, G € C}, z twierdzenia

Wyniki uzyskane w [R6], ktére zgodnie z przypadkami ex < ey, f1 = fo = f oraz e; = e3 = e,
f2 < f1 nie doprowadzity do rozwigzan rownania modularnosci tworza zbiér twierdzen 6.12 - 6.20
wraz z interesujacymi przyktadami objetymi uwagami 6.14 i 6.19.

W ponizszej tabeli zestawiono wszystkie uzyskane wyniki [R6] dotyczace réwnania modularnosci
dla 2-uninorm z kazdej zdefiniowanej podklasy, przy czym wyszczegdlniono przypadki, w ktérych
istnieja rozwiazania (+), brak rozwiazan (-), sprzeczno$é¢ miedzy parametrami dziatan (f).

F\G c? c? ci ct cF

Cy (+) tw. 6.10 (+) tw. 6.11 1) (-) uwaga 6.19 (+) tw. 6.4
CY (-) tw. 6.18 () (-) uwaga 6.14 | (-) tw. 6.131 6.18 )

Ci ) (-) tw. 6.15 (+) tw. 6.6 (-) tw. 6.15 (-) tw. 6.17
Co (-) tw. 6.20 | (-) tw. 6.1616.20 | (+) tw. 6.7 (1) #)

cF (=) tw. 6.12 ) (+) tw. 6.8 1) (+) tw. 6.51 6.9
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W pracy [R6] wskazano czeSciowa charakteryzacje rozwiazan réwnania , tj. w przypadku,
gdy zaréwno 2-uninorma F' jak i G maja ten sam wyrdzniony element k. Aktualnie kontynuuje
badania nad tym problemem w ogdlniejszym przypadku, gdzie nie znamy uporzadkowania pomiedzy
elementami zerowymi i elementami neutralnymi. Te z nich, ktére sa juz udowodnione to twierdzenie
6.21 w [R6] (twierdzenie 11 w |[R17]) oraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 26 (|R6], twierdzenie 6.22). Niech F' € C}, dla ktérego 0 < ey < k1 < f1 < 1 oraz
G € CQUCY, dla ktérego 0 < es < ko < fo < 1. Wéwczas F nie jest modularne wzgledem G tzn.
rownanie nie ma rozwiqzan.

Poszukiwanie rozwiazan rownania funkcyjnego jest $cisle zwiazane z zadana z géry okreslona
strukturg rozpatrywanych w nim funkcji. Jak mozna bylo sie spodziewaé, w wiekszosci przypad-
kéw uzyskano negatywne wyniki. W istocie potwierdza to jedynie teze, ze warunek modularnosci
jest istotnie silnym warunkiem i trudno jest go spelni¢ w przypadku funkcji o bardziej ztozonej
strukturze.

5. Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych.
5.1 Lista publikacji nie wchodzacych w sklad osiggniecia wymienionego w punkcie 4.2.

5.1.1 Publikacje naukowe w czasopismach znajdujacych sie w bazie Journal Citation Reports (Edy-
cja 2016):

[R7] E. Rak, Distributivity equation for nullnorms, Journal of Electrical Engineering 56, 12/s
(2005), 53-55.

[R8] E. Rak, P. Dryga$, Distributivity between uninorms, Journal of Electrical Engineering 57,
7/s (2006), 35-38.

[R9] E. Rak, Some remarks about distributivity between uninorms, Journal of Electrical Engine-
ering 58, 7/s (2007), 41-42.

[R10] J. Drewniak, P. Drygas, E. Rak, Distributivity equations for uninorms and nullnorms, Fuzzy
Sets and Systems 159 (2008), 1646-1657.

[R11] J. Drewniak, E. Rak, Subdistributivity and superdistributivty of binary operations, Fuzzy
Sets and Systems 161 (2010), 189-210.

[R12] R. Rak, E. Rak, Route to chaos in generalized logistic map, Acta Physica Polonica A 127
(2015), 113-117.

[R13] K.N. Agbeko, W. Fechner, E. Rak, On lattice-valued maps stemming from the notion of
optimal average, Acta Mathematica Hungarica 152 (1) (2017), 72-83.

5.1.2 Publikacje naukowe inne niz w czasopismach znajdujacych sie w bazie Journal Citation Re-
ports (Edycja 2016):

[R14] R. Rak, E. Rak, Route to chaos in generalized logistic map, 7th International workshop for
young mathematicians ’Applied Mathematics’, KMS UJ Krakéw (2005), ISBN:83-233-2075-6,
191-201.

[R15] E. Rak, Structure of idempotent uninorms, Scientific bulletin of Chelm, Section of mathematics
and computer science no. 1/2007, ISBN:978-83-61149-20-0, 117-121.

[R16] E. Rak, Conditional distributivity of binary increasing operations, w: K.T. Atanassov i in.
(red.), Developments in Fuzzy Sets, Intuitionistic Fuzzy Sets, Generalized Nets and Related
Topics, Vol. I, Foundations, SRI PAS/IBS PAN, Warsaw 2010, 175-185.

21



[R17] E. Rak, The modularity equation in the class of 2-uninorms, w: P. Angelov i in. (red.), Intel-
ligent Systems’ 2014 Advances in Intelligent Systems and Computing 322, Springer Interna-
tional Publishing Switzerland 2015, 45-54 (indeksowana w Web of Science).

[R18] P. Dryga$, F. Qin, E. Rak, The distributivity between semi-t-operators and uninorms, Pro-
ceedings of the 8th International Summer School on Aggregation Operators (AGOP 2015),
Michal Baczynski, Bernard De Baets, Radko Mesiar (red.) University of Silesia, Katowice
2015, ISBN:978-83-8012-519-3, 103-108.

[R19] P. Dryga$, E. Rak, L. Zedam, Distributivity of aggregation operators with 2-neutral elements,
Proceedings of the 8th International Summer School on Aggregation Operators (AGOP 2015),
Michal Baczynski, Bernard De Baets, Radko Mesiar (red.) University of Silesia, Katowice,
Poland, 2015, ISBN:978-83-8012-519-3, 109-114.

[R20] S. Milles, E. Rak, L. Zedam, On intuitionistic fuzzy lattices, Fuzzy Systems (FUZZ-IEEE)
2015, DOI: 10.1109/FUZZ-IEEE.2015.7338095, 4 pages (indeksowana w Web of Science).

[R21] S. Milles, E. Rak, L. Zedam, Intuitionistic fuzzy complete lattices, w: K.T. Atanassov i in.
(red.), Novel Developments in Uncertainty Representation and Processing, Advances in In-
telligent Systems and Computing 401, Springer International Publishing Switzerland 2016,
149-160 (indeksowana w Web of Science).

[R22] L. Zedam, S. Milles, E. Rak, The fixed point property for intuitionistic fuzzy ordered sets,
Fuzzy Information and Engineering 9 (2017), 359-381.

[R23] U. Bentkowska, J. Drewniak, P. Drygas, A. Kr6l, E. Rak, Dominance of binary operations on
posets, w: K.T. Atanassov i in. (red.), Uncertainty and Imprecision in Decision Making and
Decision Support: Cross Fertilization, New Models and Applications, Advances in Intelligent
Systems and Computing 559, Springer International Publishing AG 2018, DOI: 10.1007/978-
3-319-65545-1 14.

Omoéwienie najwazniejszych wynikéw powyzszych publikacji

Prace [R7] - [R10] a takze [R14]-[R15] zostaly opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora.
Obejmuja one pelng charakteryzacje par dwuargumentowych dziatan rosnacych z wyrdznionym
elementem idempotentnym (tj. elementem neutralnym lub zerowym), ktére speklniaja aksjomat roz-
dzielnoéci przy mozliwie stabych zatozeniach. Cecha szczegdlnag uzyskanych wynikéw jest to, ze
warunkiem koniecznym rozdzielnoéci jest zawsze idempotentno$é¢ dziatania, wzgledem ktérego ona
zachodzi, natomiast warunek wystarczajacy wymusza okreslong strukture dziedziny pierwszego dzia-
tania, ktorego zacie$nienia muszg spelnia¢ dodatkowe wtasnosci.

Odnoszac sie do wynikéw z prac [46]-[47], samodzielnie jak w [R7] i [R9] oraz przy wspdlpracy
z P. Drygasiem i J. Drewniakiem w [R§] i [R10], wykazalam zbednos$¢ pewnych zalozen nakladanych
na dzialania poddawane sprawdzeniu spetniania przez nie rownania rozdzielnosci. Okazato sie bo-
wiem, ze zaré6wno przemiennos¢ jak i tacznoéé nie jest wymagana w tego typu rozwazaniach. Dzigki
temu zdefiniowalam dwie klasy dziatan rosnacych uogdlniajace odpowiednio uninormy i nullnormy.

Wartym podkreslenia jest fakt, ze praca [R10], ktora dotyczy rozdzielnosci uogélnionych uninorm
wzgledem nullnorm i odwrotnie, jest moja najczedciej cytowana praca i posiada aktualnie 41 cytowan
(bez samocytowan) zgodnie z baza Google Scholar.

Praca [R15] posrednio nawiazuje do oméwionych wyzej rozwiazahn réwnan rozdzielnosci dla dzia-
tan z klasy N,. Wskazano w niej minimalny zestaw zalozen jaki nalezy nalozy¢ na dzialanie N, aby
implikowaly jego idempotentno$é. W ten sposéb udowodniono twierdzenie 3.3, méwiace, ze dziala-
nie z klasy V™" lub N2 jest nadidempotentne w [0, €] i podidempotentne w [e, 1] wtedy i tylko
wtedy gdy jest jedyna (najmniejsza) uninorma idempotentna w klasie A™® lub jedyng (najwiek-
sza) uninorma idempotentna w klasie N™#*. Ponadto pokazano na przykladach istotno$é wszystkich
nalozonych zalozen (zob. przyklad 3.1).
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Pozostale prace (opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora) mozna podzieli¢ zasadniczo na
dwie grupy. Pierwsza najliczniejsza z nich, tworza prace [R11],[R16]-[R19],[R23] w dalszym ciagu
skoncentrowane wokét réwnan i nieréwnoéci funkcyjnych.

Praca [R11] (z J. Drewniakiem) jest szczegdélowym podsumowaniem réznych wynikéw dotycza-
cych réwnania samorozdzielnosci (F' = G w réwnaniu (LD)) i nieréwnosci funkeyjnych rozdzielnosci
dla typowych dziatan z rodzin érednich, norm i konorm tréjkatnych. Podjete proby stosownego ich
uogblniania prowadzily jednak do konstruowania réznorodnych kontrprzyktadéw. Wigkszoéé z tych
wynikéw dotyczy zatem dobrze znanych przyktadéw wspomnianych wyzej dziatan. Poprzez doktadne
przeliczenie wszystkich przypadkéw ujetych w tabelach 3 i 4 w [R11] udalo sie wskazaé pewne istnie-
jace w literaturze niescistoéci odnoszace sie do tego tematu rozwazan (zob. wzory (64),(65) w [50]
- dotyczy przykladu 3.5 w [RI1I] oraz twierdzen 6 i 10 w [I2] - zob. komentarz do wniosku 3.13
w [R11]).

W [R11] wskazano réwniez zwiazek pomiedzy wlasnoscia dominacji a wlasnoscia podrozdzielno-
$ci i nadrozdzielnosci. Dominacja jest wlasnoscia dziatan, ktéra jak sie okazalo odgrywa znaczaca
role w rozwazaniach zwigzanych z nieréwnosciami funkcyjnymi rozdzielnosci. Pojecie dominacji
wprowadzili Schweizer i Sklar [60] dla dzialan lacznych o wspélnej dziedzinie i wsp6lnym elemencie
neutralnym.

Definicja 12 (por. [60], definicja 12.7.2). Niech F,G : [0,1]? — [0,1]. Dzialanie F' dominuje dzia-
lanie G (F' > G) jedli dla wszystkich z,y, z, w € [0, 1] zachodzi warunek

F(G(z,y),G(z,w)) > G(F(z,2), Fy,w)).

Dwa gléwne twierdzenia pracy [R11] opisujace zalezno$¢ pomiedzy dominacja a nieréwnosciami
funkcyjnymi rozdzielnosci dla dziatlan dwuargumentowych o minimalnych zalozeniach sg nastepu-
jacej tredci:

Twierdzenie 27 ([R11], twierdzenie 5.3). Niech F,G : [0,1]*> — [0,1] oraz G bedzie dziataniem
rosngcym.

o Jezeli dzialanie F jest lewostronnie i prawostronnie nadrozdzielne wzgledem dziatania G oraz
G > max, to F' dominuje G.

o Jezeli dzialanie F jest lewostronnie i prawostronnie podrozdzielne wzgledem dzialania G oraz
G < min, to G dominuje F.

Twierdzenie 28 ([R11], twierdzenie 5.4). Niech F,G : [0,1]> — [0,1] oraz F bedzie dziataniem
rosngcym.

o Jezeli dzialanie F' dominuje G oraz G jest podidempotentne (G(z,x) < z), to F' jest nadrozdzielne
wzgledem dzialania G.

o Jezeli dzialanie G dominuje F oraz G jest nadidempotentne (G(x,z) > x), to F jest podrozdzielne
wzgledem dzialania G.

Pierwsze z nich bezposrednio pokazuje, ze poprzez prosty tancuch nieréwnoéci- lewo i prawo-
stronna nadrozdzielno$¢ F wzgledem G > max implikuje dominacje F' nad G, podczas gdy drugie
mogloby wydawaé si¢ w pewnym stopniu twierdzeniem odwrotnym (choé istotnie nie jest), zaste-
pujac G > max warunkiem podidempotentnosci dla dziatania G.

Szersze i ogblniejsze opracowanie dotyczace relacji dominacji dla dziatan binarnych okre$lonych
na zbiorach czesciowo uporzadkowanych, réwniez w odniesieniu do nieréwnosci funkcyjnych rozdziel-
nosci, obejmuje praca [R23] napisana wspdlnie z U. Bentkowska, J. Drewniakiem, P. Drygasiem i A.
Krdl, ktoérzy podobnie jak ja na réznych etapach pracy badawczej zajmowali sie ta tematyka.

Prace |[R16], [R17], [R18] opublikowane w materiatlach pokonferencyjnych obejmuja gléwnie

szczegblne przypadki odpowiednich artykuléw [R2], [R6], [R5] oméwionych szczegdlowo w punk-
cie 4 niniejszego autoreferatu.
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Wyniki pracy [R19], napisanej wspélnie z P. Drygasiem i L. Zedamem, stanowia uogdlnienie
wynikéw z pracy [R4] w jednym z rozpatrywanych w niej przypadkéw. Wprowadzono bowiem po-
jecie klasy 2-semi-uninorm Ny sy wraz ze strukturyzacja jednej z jej mozliwych podklas N,f( ef)
a nastepnie scharakteryzowano rozwiazania réwnan rozdzielnosci (LD) i (RD) dla dzialan z tej
podklasy w zaleznosci od uporzadkowania ich elementéw zerowych oraz elementéw neutralnych.
Uzyskane rozwiazania obejmujace twierdzenia 5.1 i 5.3 oraz uwage 5.4 w |[R19] maja nastepujaca
reprezentacje graficzna (rys. 14, 15, 16).

1 1
; L min/Bpe s min | max

11 1 11
Jo A pejmin g o1 ko
ey B% y BIQ: 1 min | min
koimax k -
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Rysunek 14: Struktura dziatan F' € NIE(EI m G e N’,zz(ez 12 ? twierdzenia 5.1 w [R19], gdy ko < k1.
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Rysunek 15: Struktura dziatan F' € Nii(el mi G e sz(@ 2) 2 twierdzenia 5.3 w [R19], gdy k1 < ko.
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Rysunek 16: Struktura dzialania F' € Nzi(el ) % uwagi 5.4 w [R19] (przypadek ko < k1 (z lewej),
przypadek ki < ko (z prawej).

Druga grupe opublikowanych po doktoracie prac naukowych stanowia prace [R12]-[R13| oraz
[R20]-[R22].
W pracy [R12] wraz z R. Rakiem zaproponowano uogdélnienie znanego w teorii uktadéw dynamicz-
nych odwzorowania logistycznego z,,+1 = fr(x,) = ra,(1—2y,), =, € [0,1], r € (0,4], n =0,1,2, ...,
ktorego dynamika w zaleznosci od parametru r zmienia sie od okresowosci do chaosu. Poszerzenie
mozliwoéci optymalizacji procesu modelowania ewolucji populacji umozliwia nastepujace réwnanie
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réznicowe Tpi1 = fr(zy) = rPep (1 — i), =z, € [0,1], n=0,1,2,..., gdzie p i ¢ moga przyjmowaé
dowolne dodatnie wartosci rzeczywiste. Dla zaproponowanego rownania przeprowadzono szczego-
lowg analize i przedstawiono scenariusz przejécia Feigenbauma od regularnoéci do chaosu dla catego
spektrum parametréw modelu. W szczegoélnosci wykazano, ze dla p = ¢ wartosé parametru 7,4z,
odpowiadajacego za calg dynamike ukladu, jest taka sama jak w przypadku klasycznego réwna-
nia logistycznego (rmaz = 4). Przeprowadzono réwniez analityczna i numeryczna analize modelu
w przypadku p = 1 i ¢ = 2, zaréwno w regionie okresowym, jak i chaotycznym, gdzie wykladnik
Lyapunova ma wartoéci dodatnie. Okazalo sie, ze dynamika tego rownania jest znacznie szybsza
niz w przypadku klasycznego odwzorowania logistycznego, osiggajac maksymalng warto$é¢ para-
metru 7,4 juz na poziomie wartoéci okoto r &~ 2,3. Ponadto w regionie okresowo$ci mozna byto
zidentyfikowaé stala Feigenbauma 0 jako typowa dla wszystkich uktadéw rozproszonych (takze dla
odwzorowania logistycznego). Dla obszaru chaotycznego okreslono takze analityczna forme funkcji
gestosci niezmienniczej. W obu uktadach zaproponowano konkretna postaé¢ reprezentacji danych,
ktora pozwolita uzyskaé¢ nietypowa strukture zbioru punktéw przyciagajacych (atraktoréw).

W pracy [R13|] (napisanej wraz z K.N. Agbeko i W. Fechnerem) rozwazano odwzorowania o war-
tosciach w kracie z wykorzystaniem réwnan i nieréwnosci funkcyjnych jako morfizmy pomiedzy
struktura algebraiczna a struktura uporzadkowana, czyli réwnanie

T(zxy) =T(@)VT(y), wyes (14)
i zwigzane z nim nieréwnoéci funkcyjne
T(xxy) >T@)VT(y), =yes (15)

Txxy) <T(x)VT(y), =zy€S, (16)

gdzie (S, *) jest pogrupa, a (L, <) krata.

Gléwne wyniki zasadniczo dotyczyly kwestii oddzielania (twierdzenia 3.1 i 3.2) oraz problemu
stabilnosci typu Hyersa-Ulama (twierdzenie 3.4).

Twierdzenia o oddzielaniu byly badane przez wielu autoréw. Klasycznym wynikiem jest twier-
dzenie Mazura-Orlicza [48] uogdlnione przez R. Kaufmana [37] i przez P. Kranza [40]. W 1978
G. Rodé [52] udowodnil uogélnienie twierdzenia Hahna-Banacha, bardzo przydatne w teorii réwnan
i nieréwnosci funkcyjnych. Z. Gajda i Z. Kominek [29] przedstawili z kolei inne podejscie, ktére
zmotywowalo nas do udowodnienia twierdzen 3.1 i 3.2 w [R13] dotyczacych problemu oddzielania
dla nieréwnoéci i . Doktadniej wskazano w nich warunki aby dwa rozwigzania przeciw-
nych nieréwnosci mozna byto oddzieli¢ rozwigzaniem réwnania. Przypomnijmy w tym celu pojecie
o-ciaglej kraty.

Definicja 13 ([8]). Niech {x,} bedzie ciagiem w kracie L = (L, <). Méwimy, ze x, T x (x € L)
wtedy i tylko wtedy, gdy =1 < 2 < ... < x,, < ..., istnieje \/ x,, oraz \ x, = z. W tym przypadku
mozemy zapisaé x = limy,— oo Tn, -

Krate L nazywamy o-ciagla jesli x,, T x pociaga za soba x, Ay T Ay (lub réwnowaznie z,, | x
implikuje 2, Vy | 2Vy) dla kazdego y € L. Jesli L jest o-ciagla, to dla takich ciagéw {x,} i {yn} z L,
ze Tp | x, yp Ty mamy z, Ay, T x Ay (lub réwnowaznie z,, | iy, | y implikuje z,, Vy, | V y).

Twierdzenie 29 (|[R13|, twierdzenie 3.1). Niech dana bedzie o-ciggla krata L oraz pélgrupa prze-
mienna (S, %) z nieskoriczonym rzedem elementow tzn. jesli x € S, to nie istnieje taka liczba n > 2
dla ktorej ™ = x. Nastepnie niech f, g: S — L bedqg funkcjonatami spelniajgcymi nieréwnoéci
glxxy) =2 g@)Vgly) i fxxy) < f(x)V f(y) dla wszystkich x,y € S. Jezeli g(x) < f(x)
i lim g (") = nlLrgof (22") dla kazdego x € S, to istnieje taki funkcjonal a: G — L, ze

(i) g(z) <a(z)< f(z) dla kaidego x € S,

(ii) a(xxy) =a(x)Val(y) dla kaidych x,y € S.
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Ponadto funkcjonal a: S — L spelniajgcy warunki (1) i (ii) jest jedyny.

Twierdzenie 30 (|R13], twierdzenie 3.2). Niech (S, %) bedzie grupg abelowq oraz (L, <) bedzie
kratg. Jezeli odwzorowania g: S — L i f: G — L spelniajg odpowiednio nieréwnosci i (16)), to

(1) g(z) =g
(i) f(e) < f(x)V f(27Y) dla kazdego x € S. Dodatkowo dla danego x € S, jesli f (z) = f (z71),
to f(e) < f(x);

(iii) f(e) > f(z)V f(z71) dla kaidego x € S wtedy i tylko wtedy, gdy f(z) = f (e) dla kaidego
reS.

(e) dla kazdego x € S;

[
~—

Ponadto jesli g (z) < f(z) i f(z) = f(27') dla kaidego x € S, to funkcjonaly f i g mogq byé
oddzielone funkcjq stalq tzn. istnieje takie B € L, ze g (z) < B < f(x) dla kazdego x € S.

Kolejny gléwny wynik z [R13| stwierdza, ze nastepujace réwnanie funkcyjne
T(z*)=T(z), z€8

wykazuje pewien rodzaj stabilnosci w sensie Hyersa-Ulama (zob. [63] i [32]) dla odwzorowan zdefi-
niowanych na poétgrupie przemiennej o wartodciach w kracie Banacha.

Twierdzenie 31 ([R13], twierdzenie 3.4). Niech (S, x) bedzie pélgrupg przemienng, B kratq Bana-
cha oraz F: S — B iV¥: S xS —[0,+00) spelniajg

[F(zxy) = Fx)V F)ll < ¥(z,y), wyeS. (17)

Jezeli (an)nen jest ciggiem liczb rzeczywistych dodatnich zbieznym do zera oraz ®: S — [0, +00)
zdefiniowana jako
&(x) =¥(x,z), z,yeS

spetnia
n—1
. ok .
nEToo an ;:0 O(z*)=0, ze€b, (18)

to dla kazdego x € S cigg (anF(22"))nen jest zbieiny do zera w B.
Na odwrdét, jesli istnieje taki cigg (an)nen liczb rzeczywistych dodatnich, ze dla kazdego x € S
ciqg (anF(2%"))nen jest zbieiny do pewnego T(x) oraz ¥ spelnia
lim an\Il(mQH,an) =0 z,y€s, (19)

n—-—+00
to T: S — B jest rozwigzaniem réwnania (14)).

Warto tutaj podkresli¢, ze w dowodzie twierdzenia [31| nie byto potrzeby korzystania z zupelnosci
kraty B, co wyr6znia go sposrdd wiekszosci innych wynikéw dotyczacych stabilnoéci z jawnym zato-
zeniem zupelnoéci przestrzeni wartosci. Jednak w drugiej czesci tego twierdzenia jest ono czedciowo
ukryte w zalozeniach, poniewaz zaklada sie¢ zbieznosé ustalonego ciggu.

Ostatnia grupa prac [R20]-[R22] obejmuje wyniki wspolpracy z S. Millesem i L. Zedamem nad
intuicjonistycznymi zupelnymi kratami rozmytymi.

Whrew nazwie intuicjonistyczne zbiory rozmyte Atanassova (wprowadzone w 1983 r. jako jedno
z uogdlnien zbioréw rozmytych Zadeha [66]) nie maja wiele wspdlnego z intuicjonizmem w matema-
tyce i logice (zob. dyskusje na temat terminologii zbioréw intuicjonistycznych w [25]). Dokladniej:

26



Definicja 14 ([7]). Niech dany bedzie niepusty zbiér X. Intuicjonistyczny zbiér rozmyty A w zbio-
rze X okreslony jest jako tréjka uporzadkowana A =%F {(z, ua(z),va(x)) : = € X},

gdzie pg : X — [0,1] i vy : X — [0, 1] oznaczaja odpowiednio funkcje charakterystyczna przynalez-
noéci i funkcje charakterystyczna nieprzynaleznosci elementu z do zbioru A spetniajacych warunek

0 < pa(z)+rva(z) <1 dlakazdego z € X.

Klase wszystkich intuicjonistycznych zbioréw rozmytych okreslonych w X oznaczamy jako I F'S(X).
Ponadto nosnik intuicjonistycznego zbioru rozmytego A € IFS(X) okreslony jest nastepujacym
wzorem

Supp(A) ={x € X : pa(x) >01lub (ua(z) =0 and va(x) < 1)}.

Stabe (a, 3)-ciecie (znane réwniez jako («, 3)-przekrdj) intuicjonistycznego zbioru rozmytego A
okredlamy jako Ay g = {x € X : pa(r) > aoraz va(x) < B}, gdzie o, 5 € [0, 1] speniaja o+ 5 < 1.
C € IFS(X) nazywamy intuicjonistycznym lancuchem rozmytym jesli Supp(C) jest klasycznym
tancuchem w X

Zdefiniowanie intuicjonistycznej zupelnej kraty rozmytej, czyli w przypadku gdy X jest krata
zupelna, zainspirowane zastato koncepcja intuicjonistycznej kraty rozmytej zaproponowanej przez
K.V. Thomasa i L.S. Naira w pracy [62].

Definicja 15 ([R20], definicja 6). Niech L bedzie krata zupelna oraz A = {< z,pa(x),va(z) >:
x € L} € IFS(L) . Wtedy zbiér A nazywamy intuicjonistyczna zupelna krata rozmyta jesli dla
dowolnego intuicjonistycznego zbioru rozmytego B € I FS(L) spelnione sa nastepujace warunki:

(i) pa(USupp(B)) > inf pa(Supp(B)) = inf e gupp(B) 1A (T),
(i) pa(MSupp(B)) > inf pa(Supp(B)),
(iif) va(VSupp(B)) < supva(Supp(B)) = SUDzeSupp(B) va(x),

(iv) va(ASupp(B)) < supva(Supp(B)).

Na podstawie powyzszej definicji dokonano pewnych charakteryzacji tych krat, w szczegdlno-
$ci wskazano kryteria ich zupelnosci w ujeciu zaréwno klasycznych krat zupelnych, jak réwniez
intuicjonistycznych tancuchow rozmytych.

Twierdzenie 32 ([R20], twierdzenie 2). Niech L bedzie kratq zupelng oraz A € IFS(L). Wowczas

(1) A jest intuicjonistyczng zupelng kratg rozmytq wtedy i tylko wtedy, gdy A spelnia warunki
(i) i (i1i) definicji|15 dla kazdego zbioru intuicjonistycznego B € IFS(L).

(2) A jest intuicjonistyczng zupelng kratq rozmyte wtedy i tylko wtedy, gdy A spelnia warunki
(ii) and (iv) definicji|15| dla kazdego zbioru intuicjonistycznego B € IFS(L).

Twierdzenie 33 (|[R20], Twierdzenie 3). Niech L bedzie kratq zupelng oraz A € IFS(L). Wowczas
A jest intuicjonistyczng zupelng kratqg rozmytq wtedy i tylko wtedy, gdy jej stabe («, [3)-ciecia sqg
klasycznymi kratami zupetnyms.

Twierdzenie 34 ([R20], Twierdzenie 4). Niech A bedzie intuicjonistyczng kratg rozmyte. Wowcezas
nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) A jest intuicjonistyczng zupelng kratq rozmytq,

(ii) A jest intuicjonistycznym zupelnym lancuchem rozmytym,
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(11i) kazdy maksymalny intuicjonistyczny laricuch rozmyty A jest intuicjonistyczng zupelng kratg

rozmytq.

Z kolei w pracy |[R21] i jej rozszerzonej wersji [R22], uwzgledniajacej obszerne dowody ich gtéw-
nych wynikéw, wskazano miedzy innymi kolejne istotne kryterium zupelnosci intuicjonistycznych
krat rozmytych z wykorzystaniem punktow statych intuicjonistycznych odwzorowan izotonicznych.

W 1955 r. A. Tarski w [61] udowodnil twierdzenie méwiace, ze kazda funkcja izotoniczna okre-
Slona w kracie zupelnej ma punkt staly. Twierdzenie odwrotne podata A.C. Davis w [18] dowodzac,
ze jesli kazda funkcja izotoniczna okreslona w kracie ma punkt staly, to krata ta jest zupelna.
W rezultacie tych wynikow ustalono kryterium zupetnosci krat w odniesieniu do punktéw statych
odwzorowan izotonicznych. Uzyskany wynik (twierdzenie 3 w [R21], czy twierdzenie 3 w [R22]), choé
prosty w wypowiedzi a skomplikowany dowodowo, potwierdza fakt obowigzywania tego kryterium
réwniez w przypadku intuicjonistycznych zupelnych krat rozmytych.
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