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1. OPIS DZIEDZINY I MOTYWACJA

1.1 Wprowadzenie

W 1940 roku S. M. Ulam wygtosil referat w The Mathematics Club of the University
of Wisconsin, w ktorym przedstawit liste nierozwigzanych probleméw. Jeden z nich uznaje
sie za punkt wyjécia nowej linii badaii, problemu stabilnoéci réwnaii funkcyjnych!. Mozna
go sformutowaé nastepujaco. Zatézmy, ze G jest grupa, a (H, d) grupa metryczna. Czy dla
kazdego € > 0 istnieje taka 6 > 0, ze jesli funkcja f : G — H spelnia

d(f(xy), f(x) () <6, dla wszelkich z,y € G,
to istnieje taki homomorfizm a : G — H, ze
d(f(z),a(x)) <e, dla wszelkich x € G?7

Dwadziescia lat po swoim wyktadzie S. M. Ulam opublikowal ksiazke "Problems in Mo-
dern Mathematics" [117], w ktorej powraca do problemu stabilnogci. W szostym rozdziale
"Some Questions in Analysis" pierwszy paragraf nosi tytut "Stability". W tej czesci autor
pyta, kiedy dla réwnan funkcyjnych to prawda, ze rozwiazanie réwnania réznigcego sie
nieznacznie od danego musi z koniecznosci by¢ blisko rozwigzania danego rownania funk-
cyjnego. Pyta rowniez czy jesli zastapimy dana réwnos$é funkcyjna przez nieré6wnosé, to
kiedy mozna stwierdzi¢, ze rozwiazania nieréwnosci leza w poblizu rozwigzann rownania.
Jeszcze ogolniej 1 moze najtadniej problem stabilnosci postawil (badajac stabilnosé izome-
trii) w 1978 P. M. Gruber [41] przeformutowujac problem Ulama do nastepujacego pytania:
Zalozmy ze obiekt matematyczny spetnia pewng wlasnos$é¢ z pewna doktadnoscia. Czy jest
mozliwe aby przybliza¢ ten obiekt obiektami majacymi dang wlasnosé?

W tym miejscu nie jest mozliwe przedstawienie pelnego obrazu teorii stabilnosci rownan
funkcyjnych. Chciatabym jednak wyszczegolni¢ gtowne kierunki badain jakie wyniknely z
pytania S. Ulama, podkresli¢ zwiazki tej teorii z innymi dziatami matematyki oraz wspo-
mnie¢, jakie sa najpopularniejsze narzedzia stosowane w badaniu takich zagadnien.

1.2 Twierdzenie Hyersa i dyskusja o dziedzinie

W niecaty rok po referacie S. Ulama, D. H. Hyers uzyskat pierwszy, wazny wynik zwig-
zany z tym problemem. W pracy [42] znajdujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.1 (D. H. Hyers). Niech X i Y bedq przestrzeniami Banacha oraz niech
funkcja f: X —'Y spetnia warunek

(1.1) If(z+y) = fle) = fWl <&, zyeX,

1Zaznaczmy tutaj, ze wezesniej podobnym problemem zajeli sie G. Polya i G. Szeg6 w 1924 roku (zobacz

[94]) w pewnym szczegdlnym przypadku.
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dla pewnego € > 0. Wtedy istnieje (doktadnie jedna) funkcja addytyuwna a : X — Y
spetniajgca nierownosé

|f(x) —a(z)]| <e, z€X.

Zatem, w przypadku, gdy G i H sa przestrzeniami Banacha odpowiedz na pytanie Ulama
jest pozytywna (z § = ¢); méwimy wtedy, ze rownanie Cauchy’ego f(x +y) = f(x) + f(y)
jest stabilne. Ponadto, patrzac na dowéd Hyersa od razu mozemy zauwazy¢, ze X mozemy
zastapi¢ dowolna potgrupa przemienna. W dyskusji przy jakich zatozeniach mozna otrzy-
mac podobna aproksymacje jak w twierdzeniu Hyersa odnotujmy od razu, ze w pracy [26]
G. L. Forti pokazal, ze rownanie Cauchy’ego nie jest stabilne na grupie wolnej generowanej
przez dwa elementy. L. Székelyhidi [106] (zobacz rowniez [105]) pokazal, ze stabilno$é¢ moze
mieé¢ miejsce rowniez w przypadku nieprzemiennym — wystarczy zaktadac, ze dziedzina jest
potgrupa dopuszcezajaca $rednia niezmiennicza (amenable). Jednak to zalozenie okazalo sie
za silne, co udowodnit J. Lawrence [27]. Dalsze badania w tym kierunku prowadzil m.in. L.
Giudici, ktorego nieopublikowane wyniki znajdziemy w przegladowej pracy G. L. Forti’ego
[28].

1.3 Dyskusja o przestrzeni wartosci

Podobnie dyskutowano zalozenia dotyczace przestrzeni wartosci rozwazanych odwzoro-
wan. G. L. Forti i J. Schwaiger [29] udowodnili nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.2 (G. L. Forti, J. Schwaiger). Niech G bedzie grupg przemienng zawierajgcq
element nieskonczonego rzedu i niech Y bedzie przestrzenig unormowang. Wowczas, jezeli
dla kazdego odwzorowania f : G — Y spelniajgcego

If(@+y) = flz) - fWll <e 2y,
znajdziemy taki homomorfizm a : G —'Y, Ze
[f(z) —a(z)]| <e, z €@,
to'Y jest przestrzenig Banacha.

Inny kierunek badan wskazal L. Székelyhidi w [107], ktorego zwiericzeniem jest twier-
dzenie udowodnione przez Z. Gajde [31].

Twierdzenie 1.3 (Z. Gajda). Zatdzmy, Ze twierdzenie Hyersa zachodzi dla zespolonych
funkcji okreslonych na potgrupie S i niech Y bedzie ciggowo zupetng przestrzenig liniowo-
topologiczng (Hausdorffa). Wtedy, jezeli f : S — Y i odwzorowanie

Sx 83 (xy) — fla+y)— flz)— f(y)
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jest ograniczone, to istnieje taka funkcja addytywna a : S — Y, zZe roinica f — a jest

0gTaniczona.

1.4 Techniki dowodowe

W teorii stabilnosci réwnan funkcyjnych wypracowano kilka technik pozwalajacych ba-
da¢ stabilnosé niektorych typow klasycznych réwnan funkcyjnych. Najbardziej znang i
czesto stosowang jest technika oparta na tzw. ciggach Hyersa, a wiec odwolujaca sie do
oryginalnego dowodu Hyersa [42].

Druga z waznych technik wypracowat J. A. Baker w pracy [6]. Baker oparl dowod po-
nizszego twierdzenia o stabilnosci nieliniowego rownania funkcyjnego na klasycznym twier-

dzeniu Banacha o punkcie statym.

Twierdzenie 1.4 ( J. A. Baker). Niech T bedzie zbiorem niepustym, (Y, p) zupetng prze-
strzenig metryczng ¢ T — T, F: T xY =Y, 0< A< 1 i niech

p(F(T,u), F(t,v)) < Ap(u,0), t€T, u,v €Y.
Wowczas, jezeli funkcja f:T —'Y spetnia warunek

p(f(8), F(t, f(o(1)) <e, teT,

z pewnym € > 0, to istnieje doktadnie jedna taka funkcja fo : T —'Y, Ze

fo(t) = F(t, fo(o(1))), teT

p(f(), fo(t)) <e/(L=A), teT.

Po6zniej metoda punktu statego byta doskonalona i z powodzeniem wykorzystywana w
teorii stabilnosci (zobacz na przyklad [18]).

Inna metode dowodowa, oparta na technice §rednich niezmienniczych, zaproponowat L.
Székelyhidi w [106], [105]. Doktadniej, L. Székelyhidi udowodnil twierdzenie Hyersa dla
skalarnych odwzorowan okreslonych na grupie dopuszczajacej $rednia niezmienniczg.

Wydaje si¢ jednak, ze réznorodnosé rozwazanych zagadnieri nie pozwala na wypracowa-
nie uniwersalnych technik przy badaniu probleméw typu Ulama.

1.5 Rézne “typy stabilnosci”

Rozwazanie problemu Ulama dla rownania funkcyjnego funkcji wyktadnicze;j:

flx+y) = f(@)f(y),

zaowocowalo nastepujacym twierdzeniem:
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Twierdzenie 1.5 (J. A. Baker [5]). Jezeli S jest potgrupg i funkcja f S — C spetnia

flx+y)— f@)f(y)| <e, z,yeS

z pewnym € > 0, to albo funkcja f jest ograniczona (przez (1 4+ /1 + 4¢€)/2) albo spetnia
rownanie funkcji wyktadniczes.

W takim przypadku méwimy, ze rownanie funkcyjne jest superstabilne. R. Ger w [34],
[35] pokazal, ze takie nietypowe zachowanie jest konsekwencja mieszania operacji mnozenia
i dodawania w C. 2

Superstabilnosé¢ jest jednym z wielu mozliwych “typow” stabilnosci w sensie Ulama. Inne
to na przyktad b-stabilno$é, jednostajna b-stabilno$é, odwrotna stabilno$é¢, hyperstabil-
nos¢. Zwiazki miedzy réznymi takimi typami stabilno$ci rownan funkcyjnych omawia Z.
Moszner w m.in. [83], [90].

1.6 Problem Ulama z niestalg funkcja kontrolna

Wspomne réwniez o problemie Ulama z niestalg funkcja kontrolng®. Takie badania roz-
poczely sie na przetomie lat 40. i 50. ubiegtego wieku (zobacz T. Aoki [3]). Przytocze w tym
miejscu twierdzenie pochodzace z monografii N. J. Kaltona, N. T. Pecka i J. W. Robertsa
[61].

Twierdzenie 1.7 (N. J. Kalton, N. T. Peck, J. W. Roberts). Przestrzeri Banacha X
jest K-przestrzeniq wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdej jednorodnej funkcji f : X — R
spetniajqgces

| flz+y) = flo) = fy) [<e(lzll + llyl)), z,yeX

ZNastepujace twierdzenie mozemy uznaé za wykltadniczy odpowiednik twierdzenia Hyersa.

Twierdzenie 1.6 (D. Kazhdan, [64]). Niech G bedzie grupag topologiczng dopuszczajgeq Srednig niezmien-
niczq 1 niech U bedzie grupg operatorow unitarnych na przestrzeni Hilberta H. Wowczas, jezeli funkcja
f:G —= U spetnia

[f(@x+y) - f@)fW)l<e zyeC

L to istnieje taka reprezentacja T : G — U grupy G, Ze

28<m,

Ir(z) - f(@)] <e, z€G.

W pelnej ogdlnosci problem Ulama stabilnoéci réwnania funkeji wyktadniczej (dla odwzorowan o war-
tosciach wektorowych) do dzisiaj nie zostal rozwigzany. Pewne wyniki znalezé mozna w pracy R. Gera,
P. Semrla [37] oraz monografii D. H. Hyersa, G. Isaca i Th. M. Rassiasa [43], a dalsze informacje o prawie
reprezentacjach grup zawarte zostaly w przegladowej pracy A. I. Shterna [100] oraz w publikacji M. Burger,
N. Ozawa, A. Thom [10].

3tzn. zastepujemy € wystepujace po prawej stronie nieréwnosci (1.1) przez funkcje zalezna od z i y.



z pewng statq €, istnieje taki funkcjonat liniowy (niekoniecznie cigglty) L na X, ze
| f(z) = L(z) |< K],
dla pewnej statej K 1 wszelkich v € X.

Wspomniane powyzej twierdzenie z jednej strony okazato sie inspiracja dla innych au-
torow badajacych problem Ulama, a z drugiej strony ta wtasnosé stabilno$ciowa okazata
sie bardzo uzyteczna dla matematykéw zajmujacych sie teorig K-przestrzeni. Inne wyniki
stabilnosciowe z niestatg funkcja kontrolng odnajdziemy w wyzej wspomnianej monografii
[43], a dalsze zwiazki K-przestrzeni z teoria stabilnosci m. in. w pracy F. Cabello Sancheza
[11]. Warto réwniez wspomnie¢ w tym miejscu prace F. Cabello Sancheza i J. M. F. Castil-
lo [12], w ktorej badane sa zwiazki problemu Ulama z sumami skretnymi (twisted sums)
przestrzeni Banacha. Multiplikatywne odpowiedniki przytoczonego powyzej twierdzenia
znajdziemy w ksiazce K. Jarosza [53] oraz w pracach B. E. Johnsona [54], [55].

1.7 Problem Ulama dla nieréwnosci

Z jeszcze inna sytuacja spotykamy sie rozwazajac problem Ulama dla nieréwnosci. Juz
w latach 50. ubiegtego wieku klasyczny problem Ulama dla wypuktosci rozwazali D. H.
Hyers i S. M. Ulam [44].

Twierdzenie 1.8 (D. H. Hyers, S. M. Ulam). Jezeli f jest rzeczywistq funkcjq okreslong
na wypuktym podzbiorze D przestrzeni R™ spetniajgcq z pewnym € > 0 nierownosc

flte + (1= t)y) <tf(x) + (1 =) f(y) +e,
dla wszelkich x,y € D oraz t € [0,1], to istnieje taka funkcja wypukta g : D — R, Ze
f(z) — g(2)| < kne, x €D,
gdzie k, = (n* 4+ 3n)/(4n + 4).

W twierdzeniu tym otrzymano zaleznos¢ statych stabilnosciowych od wymiaru przestrze-
ni, a Z. Kominek i J. Mrowiec w [70] wykazali brak stabilnosci w przypadku przestrzeni
nieskoriczenie wymiarowych. Do problemu stabilnosci odwzorowan wypuktych wrocil w
1984 roku P. W. Cholewa w interesujacej pracy [17| (poprawiajac stale k,,), a pod koniec
wieku M. Laczkovich w [72]. W 2011 roku ukazala si¢ praca M. Laczkovicha i R. Paulina
[73], w ktorej potaczono stale stabilnosciowe problemu Ulama z drugimi stalymi Whitneya
dla funkcji ograniczonych.

1.8 Podsumowanie

Powyzej przedstawitam jedynie krotkie i wybiorcze wprowadzenie w teorie stabilnosci

rownan funkcyjnych. Wiecej ciekawych wynikow znalezé mozna w monografii D. H. Hyersa,
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G. Isaca i Th. M. Rassiasa "Stability of Functional Equations in Several Variables" [43]
oraz w pracach przegladowych G. L. Forti’ego [28], R. Gera [36] i L. Székelyhidi’ego [109].

Pomimo uptywu wielu lat problematyka stabilnosci rownan funkcyjnych jest wciaz zywa
i wzbudza zainteresowanie wielu matematykow.

1.9 Wyniki habilitantki na tle dziedziny

Moje osiagniecie naukowe wpisuje sie w nurt badan zwiazanych z problemem Ulama —
problemem stabilno$ci réwnan funkcyjnych. Dokonujac doboru publikacji do osiagniecia
naukowego staratam si¢ przedstawi¢ rézne problemy wynikajace z pytania S. Ulama, a
takze wskaza¢ na réznorodno$é metod, jakie stosowatam, aby uzyskaé opisane nizej wy-
niki. Stad swiadomy wybor pozornie odlegtych od siebie prac, ale potaczonych wspolnym
mianownikiem, jakim jest pytanie S. Ulama z 1940 roku.

Prace [A] i [C] odnosza sie do problemu stabilnosci jednego z wazniejszych réwnan funk-
cyjnych — réwnania translacji. Problem ten stawiany wiele lat temu, do dzisiaj nie jest
w pelni rozwiazany. Moje wyniki z pracy [A| daja odpowiedZ pozytywna w klasie funkcji
cigglych okreslonych na R x I, gdzie I jest dowolnym przedzialem rzeczywistym. Praca
[C] jest w pewnym sensie uszczegolowieniem i uzupekieniem pracy [A]. Ponadto porusza
tez zagadnienie “odwrotnej stabilnosci” — pytamy czy z faktu znajdowania sie w poblizu
doktadnego rozwiazania wynika bycie przyblizonym rozwiazaniem. W przypadku rownania
translacji (w omawianej sytuacji) odpowiedz jest negatywna, ale w pracy [C| podane sa
warunki, pod ktorymi tak bedzie.

W pracach [B|, [E], |F| i |G| pozostatam wierna oryginalnemu problemowi Ulama, a
wiec problemowi stabilno$ci rownania Cauchy’ego. Mimo to prezentowane w tych pracach
metody dowodowe sa raczej odmienne od tych dotad stosowanych.

W pracy [B| wypracowana zostata nowa technika dowodu twierdzenia Hyersa oparta na
twierdzeniu Markowa-Kakutaniego. Wyniki zawarte w pracy |D] pokazuja, ze technike te
mozna z powodzeniem stosowaé réwniez przy badaniu stabilnosci innych rownan funkcyj-
nych, wykorzystujac takze inne twierdzenia o wspoélnych punktach statych.

W publikacjach [E|, [F] problem Ulama dla réwnania Cauchy’ego taczony jest z proble-
mem Erdésa [22] oraz podejsciem 1. Faraha z pracy [24|. Dowodzimy, ze gdy zbior takich
punktow (z,y), dla ktorych wartosé f(x + y) oraz suma f(z) + f(y) sa od siebie odlegle
o przynajmniej ¢ jest zbiorem malej miary (ale by¢ moze dodatniej), to istnieje taki ho-
momorfizm F, ze zbior punktow z, dla ktorych odleglosci pomiedzy f(z) a F(z) nie sa
dostatecznie blisko siebie, jest matej miary.

W pracy |G| wkraczamy na nowe obszary badari zwiazane z problemem Ulama. Miano-

wicie formutujemy i badamy problem Ulama dla homomorfizméw krat. Na dwa sposoby
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definiujemy, co to znaczy by¢ “przyblizonym homomorfizmem” krat i, w tych dwoch przy-

padkach, dowodzimy stabilnosci rownania Cauchy’ego (odpowiednio rozumianej).

2. STABILNOSC ROWNANIA TRANSLACJI

2.1 Wprowadzenie

Roéwnaniem translacji nazywamy réwnanie funkcyjne postaci
(2.1) F(s+t,x)=F(t,F(s,x)), steT, xelX,

gdzie funkcja F' okreslona jest na iloczynie kartezjanskim T x X i przyjmuje wartosci
w zbiorze X a T jest zbiorem z binarna operacja +. Jezeli T interpretujemy jako zbior
“czasow”, to F(t,z) w tej interpretacji oznacza miejsce, w ktorym znajdzie sie punkt x
w czasie t. Wygodny wydaje sie tez zapis f' := F(t,-), przy ktorym rownanie translacji

przyjmuje postac
(2.2) flofs=fst s tel.

Jest to jedno z wazniejszych réwnan funkcyjnych, gdyz w naturalny sposoéb pojawia
sie w wielu zagadnieniach matematycznych?. Laczy réwnania funkcyjne z teorig iteracji.
Rozwiazania rownania translacji z T = R, badz T = (0,00) (wygodnie patrze¢ wtedy
na posta¢ (2.2)) to funkcje f: X — X, dla ktorych dyskretny proces (f"),en ma ciagle
rozszerzenie na czas rzeczywisty, badz rzeczywisty dodatni. Rodzine ciagltych odwzorowan
{f%: t € R} speliajaca (2.2) nazywamy tez grupa iteracji, a {f*; ¢t € (0,00)} polgrupa
iteracji. Gdy dodatkowo spelniony jest warunek f° = id, to rodzine {f*; t € R} nazywamy
uktadem dynamicznym?.

Ciekawymi zagadnieniami, ktére byty badane w zwiazku z rownaniem translacji sa mie-
dzy innymi: postac¢ rozwiazan w roznych strukturach i pod réznymi dodatkowymi zatozenia-
mi (ciagtosé, rozniczkowalnosé, monotonicznosé), regularnosé rozwiazan (kiedy mierzalnosé
grup czy potgrup iteracji implikuje ich ciaglogé), zanurzalnosé (i prawie zanurzalno$c®) w
ciagte polgrupy iteracji.

2.2 Stabilno$é réwnania translacji w pewnej klasie funkcji

Opublikowano stosunkowo niewiele artykutow dotyczgcych stabilnosci réwnania transla-
cji.

4Dosé bogata liste takich zagadnien wyszczegolnil Z. Moszner w przegladowych pracach [82] i [84].
50 stabilnosci uktadow dynamicznych wiecej pisze w rozdziale 6smym autoreferatu.

6,0b. rozdziat 10. autoreferatu.
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Rozpoczne od omoéwienia przypadku, gdy rozwazamy funkcje ciaggle okreslone na R x 1,
gdzie I jest przedziatem rzeczywistym, gdyz moje wyniki o stabilnosci réwnania translacji
dotycza wtasnie tej klasy funkcji.

Przypadek ten omawiany jest w pracach [14], [A] oraz [C].

Doktadniej, J. Chudziak przy nastepujacych zalozeniach:

I jest otwartym przedziatlem w R, G: R x [ — I,
(H) dla pewnego g € I funkcja G(-,zo): R — I jest ciagla surjekcja,
|G(t,G(s,20)) — G(s+t,z0)| <0, dla s, t € R1idla pewnej liczby § > 0,

podat w [14] konstrukcje homeomorfizmu g: R — I spetniajacego warunek
G(t,x) —glg™ (z) + )] <95, teR,zel,

a tym samym wykazal, ze dla ciagtej grupy iteracji ' danej wzorem

(2.3) F(t,z) =g(g ' (z) +1t), zel, teR,

many
|G(t,x) — F(t,z)| <95, zel teR.

W pracy [A]| zakladam, ze I jest dowolnym przedzialem w R, a funkcja G: R x [ — I

jest ciagta ze wzgledu na kazda ze zmiennych z osobna i speilniona jest nieréwnosé
(2.4) |G(s,G(t,x)) — G(t+s,z)| <9, s,teR xzel,

dla pewnej liczby 6 > 0. Okazuje sie, ze z przedziatu V' := G(R x I') mozna wyodrebni¢ pew-
na rodzine U podprzedzialéow otwartych przedziatu I, dla ktoérych spetnione sa zatozenia
(H) nawet z nawiazka, tzn. wybierajac dowolny punkt x z przedziatu U € U, otrzymujemy,
ze jego trajektoria R 5 ¢t — G(t,x) € I jest surjekcja na U. Tak wiec na przedziatach
U € U mozna zada¢ F wzorem (2.3). Dowodze, ze poza | JU punkty x € V maja “krotkie”
trajektorie, tzn. przedzialy G(R x {z}) sa dtugosci mniejszej niz 89, mozna wiec funkcje
t — G(t,z) przybliza¢ przez stala funkcje t — G(0,2) =: F(t,x). Dla punktow z ¢ V o
okresleniu F(t,x) decyduje wartosé¢ G(0, z). Pozostaje jeszcze tak zmodyfikowaé okreslana
grupe iteracji F' na brzegu przedziatu V', aby zadbaé¢ o “zlepienie” poszczegdlnych czesci.

To zaowocowalo nastepujacym wzorem:

F(t,z) = (g3 (f(@) +1), jesli f(x) € Uy, t € R;
5 f(x), jesli f(z) & Usea Un, t € R,
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gdzie U = {Uy : X\ € A} natomiast f okreslona jest wzorem:

(

x, gdy z € [G(0,inf V'), G(0,sup V)| N I,
G(0,inf V), gdy z € [inf V,G(0,inf V)| NI,
(0,sup V), gdy z € [G(0,supV),supV] NI,
(0,2), gdy x € I'\'V oraz G(0,z) € [G(0,inf V), G(0,sup V)],
(0,inf V'), gdy z € I \'V oraz G(0,z) € [inf V, G(0,inf V)],
(0,supV), gdy x € I'\'V oraz G(0,z) €

[G(0,sup V'), sup V].

\

7

Tak w skrocie’ mozna opisa¢ dowdd stabilnosci réwnania translacji zamieszczony w pracy

[A], czyli dowod ponizszego twierdzenia:

Twierdzenie 2.1. Zatézmy, ze I C R jest przedziatem, § € (0,00), a G: R x I — I jest
ciggltym ze wzgledu na kazdg ze zmiennych rozwigzaniem nierownosdci (2.4). Wtedy istnieje

ciggta grupa iteracji F: R x I — I, dla ktorej
(2.5) |G(t,x) — F(t,x)| <106, zel, teR.

Jednakze w samej wypowiedzi Twierdzenia 2.1 zgubione sa pewne wazne i ciekawe in-
formacje taczace F'i G. Samo oszacowanie (2.5) wydaje sie za grube w okolicy punktow
stalych, nie pokazuje rozbicia [ na osobne niezmiennicze podprzedziaty, ktorymi czesto zaj-
mowano sie osobno, badajac grupy iteracji. Aby bardziej uwypukli¢ zaleznosci otrzymane
a ukryte w dowodzie Twierdzenia 2.1 napisana zostala praca [C]|. Z wicksza doktadnoscia
wypisuje w niej, co wynika z (2.4) (w [C, Theorem 2.2|), oraz odwracam to twierdzenie
wypisujac warunki, ktore razem z (2.5) zagwarantuja spelnianie (2.4) (w [C, Theorem 3.1]).

Zanim wyniki te tu przytocze, przypomne znang® charakteryzacje ciagltych rozwigzan
rownania translacji (w przypadku I C R bedacego przedziatem, T' = R), aby lepiej by-
to wida¢ podobienstwo postaci funkcji spetniajacych przyblizone réwnanie translacji do

funkcji spetniajacych rownanie translacji.

Twierdzenie 2.2. Niech F': R x I — I bedzie ciggtym rozwigzaniem rownania translacyi,
V = F(R x I). Wtedy istniejq takie otwarte, roztgczne przedziaty Uy C V., X\ € A, i takie
homeomorfizmy hy: R — U,, Ze dla kazdego x € Uy mamy

F(t,z) = hy(hy'(z) +t), teR

7Pelny dowod sktada sie z szeregu lematow, wnioskow zamieszczonych w paragrafie 2. pracy [A] oraz
“wlasciwego dowodu” umieszczonego w paragrafie 3. tejze pracy (strony 1982-1986).

8Nie umiem wskazac gdzie, po raz pierwszy, pojawila sie ta charakteryzacja; mozna ja znalezé na przy-
ktad w ksiazce Z. Mosznera [87], Rozdzial IX, 4D/ badz wywnioskowaé z wynikow z monografii [101].
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oraz

F(t,z)=x, zeV\ UU,\,tER.
AEA
Ponadto, istnieje taka ciggta funkcja f: 1 —V, zZe f(z) =z dlax €V oraz

F(t,x)=F(t, f(z)), teRaxel\V.

Na odwrdt, dla kazdej takiej ciggtej funkcyi f: I — I, ze fof = f, oraz rodziny otwartych
roztacznych przedziatow {Uy : X € A} takich, ze Uy C f(I) i rodziny homeomorfizmow
{hx: R = Uy: X € A}, funkcja F dana wzorem

) (W N(f (@) + ), jesti f(x) € Uy, t € R;
(2.6) F@ﬂ—{f@% jesti £(x) & Uyy Us, L € R
ha(hy(z) + 1), jeslix € Uy, t € R;
czyli wzorem F(t,x) = { =, gestiz € f(I)\ Uyep Uns t €R;
F(t, f(x)), jesliz e I\ f(I)

jest cigglym rozwigzaniem rownania translacyi.

Ponizej wypisze warunki, jakie wynikaja z (2.4) (|C, Theorem 2.2]). Oczywiscie kazda
ciggla grupa iteracji F' spetnia (2.4) z § = 0, spelnia wiec tez ponizsze warunki (a)—(m) z
6 =0.

Zatozmy, ze G: R x I — [ jest cigglym rozwiazaniem nieréwnosci

G(s,G(t, 7)) = G(s+t,x)| <6, wel, stelR
Wowczas:
a) istniejg takie rodziny U = {U, C I : XA € A} otwartych i roztacznych przedziatow
! &

dhugosci wiekszej lub rownej 66 oraz {hy: R — U, : A € A} homeomorfizméw i
taka ciggta funkcja f: I =1, 2e fo f = f, U,ea Ur C f(I),
G(t.2) — f(a)] <105, tER, f(z) ¢ |JUn
AeA
Gt.2) — a(h5 () +6)] <105, tE€R, f(z) € Uy, A€ A
(w szczegdlnosci istnieje takie ciagle rozwiazanie I’ (dane wzorem (2.6)) rownania transla-
cji, ze |G — F| < 100);
(b) Vwer, vewy (f(z) €U = G(R x {z}) =U)
(jesli f(z) € U € U, to trajektoria takiego x jest surjekcja na U);
(€) Vwen (€ UU = [(z) =2);
(d) v(zel,teR) (|f(G(t,[E)) - G(tu I)| S 26)
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(tzn. dla y ze zbioru wartosci funkeji G, wartosé f(y) jest blisko y);

(€) Vweny (f(2) ¢ UU = (Veer f(G(t,2)) & UU));

(f) Yaen (f(z) EUU = (Vs 0er |G(s1,2) — G(s2,7)| < 65))
(trajektorie takich punktow z, ze f(x) ¢ | JU, sa “krotkie”);

(g) zbior wartosei funkeji f jest zawarty w zbiorze wartosci funkeji G,

(h) kazdy przedziat U € U jest “niezmienniczy”, tzn.

GR x {z}) =1, relUel,
oraz
G{t} xU)=U, teR, U elU,

(i) albo hy jest rosnacym homeomorfizmem, i wtedy

lim G(t,x) = sup Uy =: by, tlim G(t,x) =inf Uy =: ay, x € Uy,
——00

t—00

oraz dla kazdego t € R mamy G(s,z) > G(t,z) — 26 dla s > t;

albo h) jest malejacym homeomorfizmem, i wtedy
lim G(t,z) = ay, lim G(t,x) = by, x € U,,
t—00 t——o0

oraz dla kazdego t € R mamy G(s,z) < G(t,z) + 26 dla s > ¢

( w tym punkcie zawarty jest opis trajektorii punktow = € U,: jesli hy jest rosnacym home-
omorfizmem, to i G(-, ) jest “prawie rosnaca’, jesli hy jest malejacym homeomorfizmem,
to i G(-,x) jest “prawie malejaca”);

(j) dla kazdego takiego A € A, ze ay € I:
G(t,ay) = ay, teR;

dla kazdego takiego \ € A, ze by € I:
G(t,b\) = by, teR

(konice przedziatow Uy, maja stale trajektorie);
(k) dla kazdego x € I spelniajacego = ¢ |J U,, dla ktorego istnieja takie n,m € A, ze

AEA
b, <z < a,,, mamy

|G(t,z) — x| < 60, teR

(dla z znajdujacych sie pomiedzy dwoma przedziatami z rodziny U, wartosci G(¢,z) sa
blisko z);
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(1)
G(t,z) = G(t, f(x)) <106, teR zel;
ponadto
(m) dla kazdego A € A zachodzi jedna z dwoch mozliwosci:

e albo istnieje taka 1y, > 0, ze
(27) ‘tl — tgl <n = ‘h)\(tl) — h,\(t2)| < 215, t1,t9 € R,

i wtedy dla 7} :=sup{n, > 0: (2.7)} € (0, co] mamy

ha(t =15+ 0y (f(2) < G(tz) < ha(t+5 + 7y (f(2), tER, f(z) € Uy,

gdy h, jest rosnacym homeomorfizmem (przez hy(£o0) rozumiem tlirin h(t)) oraz
—+oo

ha(t — 5+ by (f(2) > Gt z) > ha(t+ 5 + b (f(2))), tER, f(z) € Uy,

gdy hy jest malejacym homeomorfizmem,
e albo nie istnieje taka 7, dla ktorej (2.7) zachodzi i wtedy

G(t,x) = ha(t + by ' (f(x)), tER, f(x) € Uy

To daje lepsze oszacowanie odleglosci miedzy G(t,x) a hy(t + hy'(f(z)) dla takich z, ze
f(z) € Uy dla pewnego A\ € A, niz jest to zapisane w punkcie (a). Albo ta odlegtosé jest
réwna zero (czyli w istocie G obciete do R x U, jest doktadnym rozwiazaniem réwnania
translacji, a nie tylko przyblizonym). Albo tempo wzrostu h, jest “kontrolowane” i wtedy
wprawdzie réwnosci migdzy G(t,x) a hy(t + hy'(f(z)) by¢ nie musi, ale tez nieréwnosci
podane w punkcie (m) pokazuja, jak blisko G(t, ) sa wartosci hy (t+h, ' (f(z)) — szczegodlnie
dla t bliskich +00. W szczegolnosci wynika z tych nieréwnosci, ze

i [G(t) — It -+ B3 (£ ()] = 0.

Wiadomo?, Ze obecnosé rozwigzania F' réwnania translacji w otoczeniu funkcji G, tj.
spelianie nieréwnosci (2.5), nie gwarantuje spelniania przez G przyblizonego réwnania
translacji, czyli (2.4). Ponizsze twierdzenie (|C, Theorem 3.1]) podaje warunki, jakie razem
z (2.5) zagwarantuja (2.4).

Twierdzenie 2.3. Niech [ bedzie niezdegenerowanym przedziatem rzeczywistym, o, Aq,
Ao, B, C, D >0, zatozmy, ze H: R x I — I jest cigglq funkcjqg. Zatozmy, ze

920b. Theorem 4.4 i Theorem 4.5 w pracy [X].
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(a”) istniejg otwarte roztgczne przedziaty U, C I, n € N, gdzie N C N jest pewnym
zbiorem wskaznikow, homeomorfizmy h,: R — U,, n € N, i ciggta funkcja f: I —
I takie, ze fo f=f, U, C f(I),n €N,

[H(t,2) — f(2)| < Ad,  teR, f(z) ¢ | U,

|H(t,2) — ho(h, ' (f(2)) +1)| < Agd, teR, f(x) e U,, n €N,
(b)) Vwerneny (f(2) € Un = H(R,z) C Uy);
(C,) V(:pel neN) T e U = f( ) )
(d’) |
)V

)

) Vewerier) (If(H(t 2)) = H(t, x)] < BY);

(©) Vaer ( @ ¢ Ut = (vtewa(t,x)wngNUn));
(F) Vaer (f<x>¢nL€JNUn S (Fayacs [H(s1,2) — H(s2,2)] < C9)

(m’) ponadto, dla kazdego n € N zachodzi jedna z dwdch nastepujgcych mozliwosci:
e albo istnieje taka n, > 0, Ze
(2.8) [t1 — to| < nn = |ha(ty) — ha(t2)| < D6, t1,t2 € R,
i dla n = sup{n, >0: (2.8)} € (0,00] mamy
ha(t =+ hy ' (f(2))) < H(t,2) < ho(t+n, + b, (f(2),  tER, f(z) €U,
gdy homeomorfizm h,, jest rosngcy, natomiast
ha(t = + hy ' (f(2))) > H(t,2) > ho(t +n, + by (f(2),  tER, f(x) € Un,

gdy homeomorfizm h,, jest malejgcy,
e albo nie istniej taka n,, dla ktorej (2.8) zachodzi i wtedy

H(t,x) = ho(t + 1, (f(2)),  tER, f(z) €T
Wtedy
|H (s, H(t,z)) — H(t + s,x)| < EJ, s,teR x el
gdzie E := max{(24y + D),min{34; + B, A, + B + C}}.
Drugim celem pracy [A] byto zbadanie stabilno$ci réwnania translacji w klasie funkcji

bedacych surjekcjami oraz stabilnosci uktadu réwnan funkcyjnych

H(s,H(t,z)) = H(t+ s, ),

H(0,z) =
Okazato sie, ze rownanie translacji jest stabilne w klasie funkcji bedacych surjekcjami, a
wspomniany wyzej uktad nie jest stabilny, gdy I C R, a przeciez H spelniajaca réwnanie
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translacji jest surjekcja wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunek poczatkowy H(0,x) = x.
To zapoczatkowalo wspolprace z prof. Zenonem Mosznerem dotyczacg badania stabilnosci
(w sensie roznych definicji) uktadéw dynamicznych (réowniez w sensie roznych definicji).
Wyniki tych badaii zawiera praca [X]| (badania te kontynuowal Z. Moszner w [89] i [90]).
2.3 Inne wyniki dotyczace problemu Ulama dla ré6wnania translacji
W artykule |77] badana jest b-stabilno$¢!® i stabilnogé w sensie Hyersa-Ulama'! rowna-
nia (2.1). Praca ta zawiera kilka uwag'? dotyczacych pewnych szczegolnych przypadkow'.

ONiech (T, +) bedzie monoidem (z elementem neutralnym 0), (X, p) przestrzenia metryczna. Mowimy,
ze rOwnanie (2.1) jest b-stabilne, jesli dla kazdej funkcji G: T x X — X zachodzi implikacja: jesli zbior

{p(G(s,G(t,x)), Gt +s,2)): x € X, s,t €T}
jest ograniczony, to istnieje takie rozwiazanie F' rownania (2.1), ze zbior
{p(G(s,2),F(s,x)): z € X,se€T}

jest ograniczony.
HUMowimy, ze réwnanie (2.1) jest stabilne w sensie Hyersa-Ulama, gdy dla kazdej liczby e > 0 istnieje

taka liczba § > 0, ze dla kazdej funkcji G: T x X — X spelniajacej
(2.9) p(G(s,G(t,x)), Gt + s,2)) <9d, ze€X, s, tel,
istnieje takie rozwigzanie F rownania (2.1), ze

(2.10) p(G(s,x),F(s,x))<e, ze€X,seT.

12Pierwsze trzy pochodza z wezesniejszej pracy [85].

13sa¢ to:
e gdy T jest grupa wolng generowang przez 2 elementy, a X jest zbiorem liczb catkowitych z naturalng
metryka, to rownanie (2.1) nie jest b-stabilne;
e gdy T jest dowolnym grupoidem, a X jest zbiorem liczb catkowitych z naturalng metryka, to réwnanie
(2.1) jest stabilne w sensie Hyersa-Ulama,;
e gdy T = {0} jest grupa trywialna, a X dowolna przestrzenia metryczna, rownanie (2.1) jest b-stabilne i
stabilne w sensie Hyersa-Ulama;
e niech 7' = {0, 1} bedzie dwuelementowa grupa, X = {0,1,1/2,1/3,...} z naturalng metryka, wtedy_nie
jest prawda, ze:
dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba 6 > 0, ze dla kazdej funkcji G: T x X — X spelniajacej (2.9)

istnieje takie rozwigzanie F rownania (2.1), ze
FO,z) =z, z€X

oraz zachodzi (2.10).
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Glowne wyniki'* pracy [77] dotycza stabilnosci rownania (2.1) w klasach funkcji
B={H:TxX — X: H(-,x) jest bijekcja dla pewnego xy € X}
oraz
IT={H:TxX — X: H(-z) jest injekcja
oraz H(T x {xo}) = H({0} x X) dla pewnego zy € X}
W pracy [48] autorzy rozwazaja stabilno$é rownania translacji w pierécieniu formalnych

szeregéw potegowych'® K[X] nad cialem K € {R, C}. Dowodza, ze réwnanie translacji jest
stabilne'® przy pewnych zalozeniach o grupie G (zob. [48, Theorem 2 i Theorem 3|).

MW [77] pokazano, ze gdy G € Boraz g := G(-,z0): T — X jest bijekcja, to funkcja F: Tx X — X dana
wzorem F(t,z) = g(g~*(x) + t) jest rozwigzaniem réwnania translacji i nalezy do klasy B (a doktadniej,
ze F(-,¢(0)) jest bijekcja). Ponadto

G(t,x) = G(t,Cv‘(g_l(:zc),xo))7 teT,z e X,

oraz
F(t,z) = G(g~(x) + t,20).

Tak wiec réwnanie (2.1) jest stabilne w sposéb oczywisty. Natomiast, jesli G € Z, g := G(-,x0): T — X

jest injekcja oraz G(T X {zp}) = G({0} x X) =: Xy, to funkcja F: T x X — X dana wzorem

F(t,x) =g(g~ ' (f(z)) + 1),

x, dla z € X,
fz) =
G(0,z), dlaze X\ Xo,

gdzie

jest rozwiazaniem rownania translacji i nalezy do klasy Z. Implikacja (2.9) = (2.10) zachodzi z € = 24.
By F (t, X) jest formalnym szeregiem potegowym, czyli jest postaci > o, ¢;(¢) X" dla pewnych wspol-
czynnikow ¢;: G — K, ponadto przez F(t, F(s, X)) rozumie si¢ szereg otrzymany przez podstawienie
Yooy ci(t)(F(s,X))". Dlaszeregu p(X) = > .2, ¢; X" definiuje si¢ ord(p(X)) jako min{i € NU{0} : ¢; # 0}.
16R6wnanie translacji F(t, F(s, X)) = F(s +t, X) jest stabilne wedtug [48], gdy dla kazdej liczby natu-
ralnej N mozemy znalez¢ taka liczbe naturalng M, ze dla kazdej rodziny (F(t, X)):cc formalnych szeregow

potegowych,
F(t,X) =) X', teg,
i=1
jesli

ord(F(t+s,X)—F(s,F(t,X))) > M, s,teq,
to istnieje taka grupa (F(t, X))icq formalnych szeregéw potegowych,

F(t,X)=) &X', teG,
=1
ze

ord(F(t,X) — F(t,X)) > N, teG,
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3. TWIERDZENIA O WSPOLNYM PUNKCIE STALYM W TEORII STABILNOSCI

3.1 Wprowadzenie
W pracach [B] oraz [D]| wypracowana zostala pewna technika pozwalajaca badaé¢ sta-
bilnos¢ niektorych rownan funkcyjnych. Oparta jest na twierdzeniach o wspélnym punkcie

stalym, a konkretniej, w pracach [B] i [D] uzywatam nastepujacych twierdzen:

Twierdzenie 3.1 ( A. Markow [79], S. Kakutani [59], [99]). Niech X bedzie przestrzeniq
lintowo-topologiczng, I C X jej zwartym, wypuktym i niepustym podzbiorem. Zatozmy, ze
F jest takq rodzing odwzorowan ciggtych afinicznych zbioru IKC w siebie, zZe

FoG=GoF, FGEeF.
Wtedy istnieje taki punkt y € IC, ze F(y) =y dla wszystkich F € F.
Twierdzenie 3.2 (R. DeMarr [20], [76]). Niech (C, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzqd-

kowanym, zupetnym, posiadajgcym element najwiekszy. Zatézmy, ze F jest komutujgcg'”
rodzing odzworowan stabo rosngcych zbioru C' w siebie. Wtedy w zbiorze C' istnieje wspdlny
punkt staty wszystkich odwzorowan z rodziny F.

3.2 Nowy dowo6d Twierdzenia Hyersa
Przedstawie teraz szkic dowodu nastepujacej wersji twierdzenia Hyersa!'® pochodzacy z
pracy |B]:

Twierdzenie 3.3 (D. H. Hyers, [42]). Niech (S, +) bedzie potgrupg abelowag, € > 0, ¢: S —
K, gdzie K € {R,C}. Zatozmy, ze

oz +y) —plz) —py) <e, zyes
Wtedy istnieje addytywna funkcja a: S — K dla ktorej
la(s) —p(s)] <&, s€S.

Szkic dowodu. Oznaczmy przez X = (. (S), czyli przestrzen funkcji ograniczonych okreslo-
nych na S i o wartosciach w K z norma supremum. Niech ¢;(.S) bedzie przestrzenia funkcji
sumowalnych okreslonych na S o wartosciach w K z norma || f|| = Y. ¢ |f(s)|. Jako, ze
(czyli¢; =¢; dlal <i<N).
17y wiec spetniajaca
FoG=GoF dla F.GeF

18Przypomne;, ze oryginalne twierdzenie Hyersa dotyczyto przyblizonych homomorfizméw pomiedzy
przestrzeniami Banacha, przypomne tez Twierdzenie 1.3 w celu usprawiedliwienia dlaczego przestrzen
warto$ci w Twierdzeniu 3.3 to “tylko” R badz C.
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X = (¢1(S))*, mozemy rozpatrywaé przestrzen X z *-staba topologia i z ta topologia X
jest przestrzenia liniowo—topologiczna. Rodzina F = {T,: X — X; z € S}, gdzie

L(f) = fle+ ) +ole+-) = fz) —px) —p(), =€

jest komutujacg rodzing ciggltych afinicznych odwzorowarn przestrzeni X w siebie. Ponadto
zbior
C={feY: |fll<e IT(f)l <e xS}

jest niepusty, wypukly oraz T,(C) C C dla kazdego x € S. Jego *-stabe domkniecie K
jest niepustym zbiorem *-stabo zwartym, wypuklym i niezmienniczym dla kazdego T,
gdzie v € S. Z Twierdzenia Markowa—Kakutaniego wnosimy, ze istnieje f € IC, dla ktoérego
T.(f) = f dla wszystkich x € S. Kladac a := f+¢ dostajemy, ze a: S — K jest addytywna
oraz [la — | = [f]| <e. 0

Przedstawione powyzej rozumowanie wskazuje kolejna metode dowodu Twierdzenia 3.3
(po tzw. metodzie “ciagéw Hyersa” [42], metodzie opartej na twierdzeniach typu Banacha
o punkcie staltym [96], [13] oraz metodzie srednich niezmienniczych [106]).

3.3 Zastosowanie twierdzen o wspdlnym punkcie stalym do badania stabilno-
§ci innych réwnan funkcyjnych

W pracy [D] pokazuje uzytecznosé twierdzen o wspolnym punkcie staltym badajac sta-
bilnos$¢ rownania funkcyjnego postaci

(3.1) f(sox)=F(s, f(z)), seG,zelX,

gdzie GG jest grupa abelowa dzialajaca na zbiorze X, Y jest zbiorem, F': G X Y — Y jest
dang funkcjg, a niewiadoma funkcja f okreslona jest na zbiorze X i przyjmuje wartosci
w Y. Inspiracja do badania takiego réwnania bylo rozwazane w monografii [1| réwnanie
funkcyjne

(3.2) f(sx) = F(s, f(z)), se€ S xe€X,

z niewiadoma funkcja f: S — S5, gdzie S jest polgrupa z elementem neutralnym, F': S X
S — S jest dang funkcja. Warto zwroci¢ uwage, ze szczegdlnymi przypadkami réwnania

(3.1) sa
e rOownanie jednorodnosci:

(3.3) f(sx) =sPf(z), seKy zeX,

gdzie Ky jest podgrupa grupy (R \ {0},-) badz tez grupy (C\ {0},:), a X i Y sa
przestrzeniami liniowymy nad, odpowiednio, R badz C;
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e rOownanie funkcji okresowej
(3.4) fle+tkp)=[f(x), zeX ke,

gdzie X jest grupa, p jej ustalonym elementem;

e rownanie funkcji mikrookresowej

(3.5) flx+qp) = f(z), z€X,qeQ,

gdzie X jest przestrzenia liniowa, p jej ustalonym elementem;

e roéwnanie
(3.6) fa") = yf(a), @€ (0,00), y € R\ {0};
e roéwnanie
(3.7) fls+t)=s+ f(t), se€Gy ted,
gdzie G jest podgrupa grupy Gj

e rownanie

(3.8) fa?) =f
gdzie G jest podgrupa grupy

)P, x€(0,00), p €QG,
(0,00), ).

Stabilnosé rownan (3.3), (3.6) oraz (3.7), a wiec szczegdlnych przypadkow rownania (3.1),
byla badana juz wezesniej w pracach [45, 46, 47, 49, 56, 69, 108, 111, 116]. Pokazywano

tam wiecej, a mianowicie, ze rownania (3.3) i (3.6) sa superstabilne, tzn. kazde “przyblizone

(
(

rozwigzanie” jest “doktadnym rozwiazaniem”. W pracy |D]| metoda wykorzystujaca twier-
dzenia o wspolnym punkcie staltym otrzymuje jedynie stabilnosé tych rownan, jednak w D,
Corollary 5.1] pokazuje, ze z juz udowodnionej stabilnosci tych réwnan, ich superstabilnosé

mozna wyprowadzi¢ w prosty sposob.

Twierdzenie 3.4 (|D], Theorem 3.2). Zatdzmy, ze
(i) G jest grupg abelowq dziatajgcq na zbiorze X, Y jest przestrzeniq liniowo—topologiczna;
(i) F: G XY =Y spetnia réwnanie translacji:

F(s,F(t,z)) = F(st,z), s,teG yeY;

(iii) F(t,-): Y =Y sq ciggle i afiniczne dla kazdego t € G;
(iv) K CY jest zbiorem zwartym, wypuktym, zawierajgcym 0, fo: X =Y oraz

F(s, fo(z)) — fo(sox) e K, z€X,sed.
Wtedy istnieje takie rozwigzanie f: X — 'Y rownania (3.1), ze

(3.9) f(x) = folx) e K, x€X.
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Zalozenie (ii) wydaje sie dos¢ silne, jednakze jest ono spelnione w kazdym z wyzej wymie-
nionych szczegdlnych przypadkow rownania (3.1); ponadto, jak wykazano w [1], spelnianie
rOwnania translacji w przynajmniej jednym punkcie jest warunkiem rownowaznym na ist-
nienie rozwiazan rownania (3.2); co wiecej, zatozenie, ze tylko w jednym punkcie spelione
jest rownanie translacji nie wystarcza do uzyskania stabilnosci ([D, Example 5.2]). Zaloze-
nie (iii) jest spelnione w przyktadach (3.3)—(3.7). Zalozenie (iv) wyraza fakt, ze fo: X — Y
spelnia rownanie (3.1) w sposob przyblizony. Natomiast (3.9) mowi, ze f jest “blisko” fj.
Szkic dowodu Twierdzenia 3.4. Rozwazamy X := Y z topologig Tichonowa. Definiujemy
Gy: X — X, dlat € G, wzorem

Gi(f)(x)=F(t, f(t tox)), feEX, zeX.

Niech zbior K sktada sie z tych funkcji f € X, dla ktorych f(z) — fo(z) € K dlaz € X
oraz Gy(f)(x) — fo(z) € K dla wszelkich z € X it € G. Wystarczy sprawdzi¢, ze wszystkie
zalozenia Twierdzenia 3.1 (z F := {G}, t € G}) sa spelnione, by dosta¢ istnienie f € K
(skad w szczegolnosci mamy (3.9)) dla ktorej Gi(f) = f dla wszystkich ¢ € G (a to oznacza,
ze f jest rozwiazaniem (3.1)). O
W D, Theorem 4.2] zaktadam, ze:

—Y jest zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym;

— fo: X — Y spehia rownania (3.1) w sposob przyblizony, co wyrazone jest przez rozwa-
zanie funkeji a,b: X — Y, dla ktorych a(z) < b(z) oraz

fO(x)7F<t7f0(t_1<>x)> < [a(x),b(x)], ZL’GX, tGG,
— F: G xY — Y spelnia réwnania translacji, jest rosnaca i “ciagta” ze wzgledu na druga

zmienna!® (te zalozenia o F pozwalaja skorzystaé¢ z Twierdzenia 3.2; podkresle tez, ze
wszystkie one sg spelnione w przypadku réwnan (3.3)—(3.8) przy stosownie dobranych
zbiorach X, Y, G).

Szkic dowodu stabilnosci rownania (3.1), czyli [D, Theorem 4.2]. Rozwazamy Z = Y¥ z

czesciowym porzadkiem wprowadzonym przez
f<g & f(x)<g(x) dla z € X.
Definiujemy G;: Z — Z dla t € G wzorem
Gi(f)(@) = F(t, f(t™" o).

Dla rodziny
F={Gy t € G}

By0b. [D, Theorem 4.2, assumptions (B)].
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i zbioru
C={feZ: f(x),G(f)(x) € [a(z),b(x)] dla z € X, t € G}

spetnione sa zalozenia Twierdzenia 3.2, wiec istnieje w C wspoélny punkt staly f rodziny
F. 7 faktu bycia punktem stalym kazdego z odwzorowan (G; oraz nalezenia do C wnosimy
odpowiednio, ze

— f jest rozwiazaniem réownania (3.1),

— f jest blisko fy w tym sensie, ze

fo(@), f(z) € [a(z),b(x)], =€ X,

co w realiach [D, Theorem 4.2] oznacza, ze rownanie (3.1) jest stabilne. O

4. PROBLEM TYPU ULAMA DLA HOMOMORFIZMOW KRAT

4.1 Wprowadzenie
Odwzorowanie f: X — Y, gdzie X i Y sa kratami, nazywamy:
V-homomorfizmem, gdy

flxvy)=[f=)V [y), =yeX;
A-homomorfizmem, gdy
flxny) = f@) A fly), =yeX;

homomorfizmem, gdy jest zaré6wno V-homomorfizmem jak i A-homomorfizmem. Do tej
pory ukazalo sie niewiele prac, w ktorych badano problem stabilnosci (homomorfizmow)
w kratach. Wskaze dwie takie prace. Pierwsza to praca N. J. Kaltona i J. W. Robertsa z
klasycznym juz wynikiem:

Twierdzenie 4.1 (N. J. Kalton & J. W. Roberts [60]). Niech X bedzie algebrg Booole’a,
a f: X — R funkcja spetniajgcq nierownosé

lf(xvy)— f(z)— fy)| <1 dlax,ye X takich, ze x Ny = 0.
Wtedy istnieje takie odwzorowanie g: X — R, Ze
gxVvy)=gx)+gly) dlaz,ye X takich, Zex Ny =0
oraz |f(z) — g(x)| < 45 dla kazdego x € X.

Jest to wynik gteboki i wazny w analizie funkcjonalnej, z ktérego korzystamy np. w teorii
sum skretnych przestrzeni Banacha (zobacz [62]), a takze w problemie stabilnosci miar

wektorowych (zobacz [66]).
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Druga praca, ktora zwiazana jest z problemem Ulama dla krat, jest publikacja I. Faraha

[23] z nastepujacym twierdzeniem natury kombinatorycznej.

Twierdzenie 4.2 (I. Farah [23]). Niech n,m € N, X = 2t:2-m} grgz Y = 2812},
Zatozmy, ze p: Y — [0, 00] jest podmiarg, tzn., p(0) =0, p(A) < (AUB), dla A,BCY
oraz o(AUB) < p(A) 4+ ¢(B), dla A, B C Y. Ponadto zalézmy, ze ¢ jest niepatologiczna,
tzn. ze jest rowna supremum wszystkich miar, ktore dominuje. Niech e > 01 f: X — Y
bedqg takie, ze

p(f(xUy) = (flx)U fly) <e diax,yeX,

o(f(X\2)+= (Y \f(x) <e dlaxeX.

Wtedy istnieje homomorfizm krat g: X —'Y, dla ktorego p(f(x)+g(x)) < 521e dla kazdego
reX.

4.2 Omowienie wynikéow z pracy |G]

W |G| zaproponowalismy dwa sposoby na wyrazenie faktu, ze f: X — Y jest przyblizo-
nym V-homomorfizmem krat X i Y. Pierwszy z tych sposobéw wykorzystuje tzw. funkcje
kontrolna, drugi uzywa systemu otoczen.

Dowody dwoch glownych wynikéw z pracy |G| opieramy na nastepujacym lemacie o

oddzielaniu®.

Lemat 4.1. Niech X bedzie kratq rozdzielng, a 'Y kratg warunkowo zupetng?'. Zatdimy,
ze P, U: X — Y spetniajg warunki: ® < U,
Pz Vy) < P(x)Ve(y) =yeX,
oraz
U(zVy)2¥(z)V¥(y) zyeX
Wtedy istnieje V-homomorfizm F: X — Y, oddzielajgcy ¥ i @, tzn. & < F < V.

20w pracy G| wspominamy tez, ze mozna wyprowadzié pewien wniosek o oddzielaniu z Lematu 4.1
oraz nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.3 (W. Kubi$ [71]). Niech L bedzie kratg rozdzielng, B zupetng algebrg Boole’a, f,g: L — B
oraz f(x Ny) = f(x) A f(y), gleVy) = g(x) Vg(y) dla wszelkich x,y € L. Zatézmy ponadto, ze f(x) < g(z)
dla x € L. Wtedy istnieje taki homomorfizm krat h: L — B, Ze

f(x) < h(z) <g(z), zel.

Whiosek ten zanotowany jest przed wypowiedzia Theorem 7 w [G].

2ltzm. kazdy ograniczony podzbiér niepusty ma element najmniejszy i najwickszy.
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Dowdd jest konstruktywny.

Rozwazanie problemu Ulama ze stala funkcja kontrolna trywializuje sie, dlatego w pra-
cy |G| prezentujemy dwa inne mozliwe podejscia. Pierwsze wykorzystuje funkcje kontro-
Ine (patrz (4.1) ponizej dla wyrazenia faktu, ze odwzorowanie f jest przyblizonym V-
homomorfizmem oraz (4.2), ktore precyzuje, ze f i F sa blisko).

Twierdzenie 4.4. Niech X 1Y bedq rozdzielnymi kratami, zatozmy, ze Y jest warunkowo

zupetna 1 spetnia warunek
yVinfS =inf{yVvs: s e S},

dla wszystkich y € 'Y 1 ograniczonych z dotu i niepustych zbiorow S C Y. Zatozmy, ze
odwzorowania f: X —Y oraz ¢,9: X x X =Y spetniajq nastepujgce warunki:

d(z,2) < P(x,y) dlax,y,z € X takich, zZe x,y < z,
v(x,y) <Y(z,2) dlax,y,z € X takich, ze x,y < z

oraz

(4.1) oz, y) NflxVvy) < flx)V fly) < fleVy) V(z,y) dlazxyeX.
Wtedy istnieje taki V-homomorfizm F: X =Y, ze

(4.2) oz, z) N f(x) < F(z) < f(z) V(x,x) dlaz e X.

Rowniez ten dowdd jest konstruktywny. Wpierw definiujemy odwzorowania ¢ i ¥ jako
b(z) =imf{f(z)V...Vf(zm):neN, ay,...,z, e X, z=3,V...V,}
oraz
U(z) :sup{f(xl)\/...\/f(xn): neN, x,...,z, € X, x:wl\/...Vxn},
a nastepnie pokazujemy, ze
¢(z,2) A fr) < ®(x) < f(z), zeX,
flz) <¥(x) < flx)Vi(x,z), ze€X.
Ponadto zauwazamy, ze
O(xVy) <d(x)VP(y), z,y€X,

oraz
U(zVy) 2 ¥(z)V¥(y), zyelX

To pozwala skorzysta¢ z Lematu 4.1: funkcja F' okreslona wzorem

F(z) =sup{®(z); z <z}, ze€X.
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ma zadane wtasnosci.
Nasze drugie podejscie do problemu Ulama w kratach wykorzystuje system otoczen
(patrz (4.3) oraz (4.4)).

Twierdzenie 4.5. Niech X 1Y bedq rozdzielnymi kratami, zatozmy, ze Y jest warunkowo

zupetna 1 spetnia warunek
yVinf S =inf{yVs:seS}

dla wszystkich y € Y 1 ograniczonych z dotu i niepustych zbiorow S C Y. Zatozmy po-
nadto, ze dana jest funkcja N': Y — 2¥ o wartosciach bedgcych ograniczonymi zbiorami i
spetniajgca warunki:
(i) y € N(y) dla kazdego y € Y;
(ii) jeslit,u e N(2) it <y <u, toy € N(2);
(iii) sup N (y) € N(y) oraz inf N'(y) € N(y) dla kazdego y € Y ;
(iv) jeslit € N(u) orazuVy € N(z), totVy e N(z).

Wtedy dla kazdego odwzorowania f: X — 'Y spetniajgcego

(4.3) @)V ) eN(fleVy) diaz,ye X
istnieje taki V-homomorfizm F: X =Y, zZe

(4.4) F(x) e N(f(z)), dla kazdego x € X.

W pracy [G] podalismy kilka naturalnych przyktadow funkcji N spelniajacej warunki
(i)~ (iv).

Odnotujmy réwniez, ze w obydwu twierdzeniach mozna zamieni¢ V na A i dosta¢ ana-
logiczne rezultaty dla przyblizonych A-homomorfizmoéw.

Chcac poréwnaé otrzymane przez nas wyniki ze znanymi twierdzeniami odniesliSmy je
do naturalnego przypadku, a mianowicie do stabilnosci funkcji monotonicznych.

Zauwazmy, ze f: D C R — R, jest
—rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy max{f(z), f(y)} = f(max{x,y}) dla wszystkich z,y €
D,
— malejaca, wtedy i tylko wtedy, gdy max{f(z), f(y)} = f(min{z,y}) dla wszystkich
x,y € D.

Whniosek 4.1. Zatoimy, ze D CR, >0, f: D — R.
(a) Jesli

max{f(x), f(y)} = fmax{z,y}) <e dlaz,ye D,
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to istnieje taka rosngca funkcja g: D — R, zZe
|f(x) —g(x)| <e/2, dla kazdego x € D.
(b) Jesli
max{f(z), f(y)} — f(min{z,y}) <e dlaz,y €D,
to istnieje taka malejgca funkcja g: D — R, ze
|f(x) —g(x)| <e/2, dla kazdego x € D.

Mozna stad wyprowadzi¢ nastepujacy rezultat??.

Twierdzenie 4.6 (W. Forg-Rob, K. Nikodem, Zs. Pales [30]). Niech I C R bedzie prze-
dziatem, € > 0 i zatozmy, ze funkcja f: I — R spetnia

min{ f(z), f(y)} —e < fltz + (1 —t)y) <max{f(z), f(y)} +¢
dla x,y € I, t €0,1]. Wtedy istnieje taka monotoniczna funkcja g: I — R, Ze
|f(x) —g(x)| <e/2, dla kazdego x € I.
Zauwazyliémy tez®3, ze mozna uogdlnié Wniosek 4.1 do nastepujacego:

Whiosek 4.2. Niech D oraz E bedg zbiorama liniowo uporzedkowanyms i zatozmy, ze E jest
warunkowo zupetny. Niech {I\ : X € A} bedzie ustalonym pokryciem zbioru E, gdzie kazdy
zbior I jest przedziatem. Zatozmy, ze funkcja f: D — E spetnia warunek: dla kazdych
x,y € D istnieje taka A\ € A, Ze

{f@Vvy), fl@)V fly)}C
Zatozmy takze, ze dla kazdego x € D zbior
I(.QT) = U{[)\ X E I)\}

jest ograniczony z gory. Wtedy istnieje taka rosngca funkcja F: D — E, Ze f(z) < F(z) <
sup I(z) dla kazdego x € D.

22Ale (w przypadku, gdy D jest przedzialem) Wniosek 4.1 mozna tez wyprowadzi¢ z Twierdzenia 4.6.

2dzicki recenzentowi |G.
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5. MIAROWY PROBLEM ULAMA

5.1 Wprowadzenie
P. Erdgs [22] postawil nastepujacy problem:
Niech f: R — R bedzie taka funkcja, ze

flx+y)=fx)+ fly) da(z,y) e RxR\Z

gdzie Z C R X R jest zbiorem miary Lebesgue’a zero. Czy istnieje taka funkcja g: R — R,
ze

g(x+y) =g(x)+g(y) dla wszystkich (z,y) € R x R,
oraz

g(x) = f(z) dlazeR\U,

gdzie U C R jest zbiorem miary Lebesgue’a zero?

Pozytywna odpowiedZ na to pytanie znajdziemy w pracy W. B. Jurkata [57] oraz N. G.
de Bruijna [9]; zob. takze prace R. Gera [32] i Ja. Tabora [110].

R. Ger w [33] potaczyt problem Ulama z pytaniem Erdésa i udowodnit (pod pewnymi
zalozeniami o grupach G, H oraz o-idealach w grupach G i G?), ze jesli

d(f(x+15), f(x) + f(y) <6, dla “prawie wszystkich” (z,y) € G2,
to istnieje taka funkcja addytywna g: G — H, ze
d(f(z),g(x)) <9, dla“prawie wszystkich” z € G.

W podobnym duchu utrzymane sa wyniki z pracy 1. Faraha [24], cho¢ ich autor wskazuje,
ze jego motywacja byta inna. Niech G'i H beda grupami, a p miara probabilistyczng w G
spelniajgca warunki

pla+X) = p(X), p(X +a)=pnX), oraz p({-z:x € X})=pu(X),

dla mierzalnych podzbiorow X grupy G i a € G. Odwzorowanie f: G — H nazywac
bedziemy 0-przyblizonym homomorfizmem typu I ze wzgledu na u, gdy

(5.1) 12({(z,y) e GX G fla)+ fly) # fle+y)}) <6
(5.2) p{z e G: flx) #—f(—x)}) <o.

I. Farah udowodnil nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 5.1 (I. Farah, [24]). Zaldzmy, ze G jest skonczong grupg, p jednostajng
miarg probabilistyczng®* na G, § < 1—11 a f: G — H jest §-przyblizonym homomorfizmem
typu I, ze wzgledu na p. Wtedy istnieje taki homomorfizm h: G — H, ze

o
p{z : fla) # h2)}) < 75

5.2 Omoéwienie wynikéw uzyskanych w pracach [E| oraz [F|

W pracy |E| dowodze twierdzenia podobnego do Twierdzenia 5.1, ale pozbywam sie
zalozenia (5.2), natomiast doktadam zalozenie o przemiennosci grup G i H (|E, Theorem
2.1]). Ponizej wypowiedz nieco ogdlniejszej wersji tego twierdzenia, gdzie w zatozeniu (5.1)
zadamy, aby bylto “malo” tych par (z,y), dla ktorych nie tyle wartos¢ f(x + y) jest rozna
od sumy f(z)+ f(y), co dostatecznie odlegla od niej.

Twierdzenie 5.2 (|E] Theorem 2.2). Niech G bedzie skoriczong grupg abelowg, € > 0.
Zatézmy, ze H jest grupq abelowq, d: H* — [0, 0o)metrykq niezmienniczq na przesuniecia,

f:G—H,o¢€ (0,1—‘/75). Zatozmy, ze

W ({(z,y) = d(f(x) + f(y), flz +y) >e}) <o
Wtedy istnieje taka funkcja h: G — H, ze
d(h(a+b),h(a) + h(b)) <20e, a,beG

oraz

(e d(f (@), b)) > Te}) < o

W pracy [F| nie zakladamy juz skoriczonosci grupy G. Zgodnie z twierdzeniem M. M. Daya
[21] istnienie skoniczenie addytywnej prawostronnie niezmienniczej miary probalistycznej na
rodzinie P(G) wszystkich podzbiorow grupy G jest rownowazne istnieniu $redniej prawo-
stronnie niezmienniczej na G. Zakladamy zatem o grupie GG, ze dopuszcza prawostronnie
niezmiennicza Srednig M, a tym samym okreslona jest na niej skoniczenie addytywna miara

probabilistyczna p, zwiazana z M wzorem

w(A) = M(xa), ACG.

Definiujemy w naturalny sposéb, tj. wzorem??

W2(2) = My(u(ZY)), ZC G xG,

24 d A
25tzn. w(A) = S5,

we wzorze tym indeks dolny y oznacza, ze M, (u(ZY)) jest wartoscia Sredniej niezmienniczej M na
funkeji y — p(ZY) (o zmiennej y), a Z¥ := {z: (x,y) € Z}.
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skoniczenie addytywna miare probabilistyczng p?: P(G x G) — [0, 1]. Okazuje si¢, ze
p2(Ax B) = u(A)u(B), A/BCG.
Twierdzenie 5.2 mozna zatem uogolni¢ na grupy dopuszczajace srednig niezmienniczg.

Twierdzenie 5.3 ([F|, Theorem 1.3). Niech G bedzie grupg dopuszczajgcq Srednig prawo-
stronnie niezmienniczq, a p: P(G) — [0, 1] bedzie prawostronnie niezmienniczq skonczenie
addytywng miarg probabilistyczng. Zatozmy ponadto, ze H jest grupg, w ktorej okreslona
jest niezmiennicza na przesuniecia metryka d : H x H — [0,400), € > 0,0 < § < % Jesli
funkcja f: G — H spelnia

P ({(zy) + d(flz+y), fl2) + fy) > e}) <4,

to dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje takie odwzorowanie F : G — H, Ze
(5.3) d(F(z +y), F(z)+ F(y)) <24e, 2,y €G
oraz
p({r © d(F(@), F(x) > e}) < 46+ C.
Dowdd tego twierdzenia zostal podzielony na kilka krokow?®. Okresliliémy zbiory

Z ={(x,y) = d(f(xy), f(2)f(y)) > e}
oraz (dla stosownie dobranej liczby n > 0)
U={yeG: p({zeG : d(f(zy), f(x)f(y)) ><e}) >n}

={yeCG : Wz >n}.

Szacujgc miary zbiorow mozna byto wywnioskowaé, ze dla kazdego = € G zbior
A, =G\ [UU(Uz™)]
jest niepusty oraz dla kazdego = € G\ U zbior
B, =G\ [UU Uz ") Uz
jest niepusty.
Moglismy zatem tak wybraé¢ elementy y, (dla € G), aby

Ay, gdyxeU,
Yz €
B, gdy ze€ G\U.

26Peh1y dowod tego twierdzenia jest dosé dtugi i mozolny, znalezé go mozna na stronach 516-519 pracy
[F].
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To pozwolito nam okresli¢ funkcje F' : G — H wzorem

F(z) = [f(yo)] ' f(ger), z€G.

Pokazalismy, ze ma ona zapowiedziane wtasnosci.

Kazda grupa przemienna dopuszcza Sredniag niezmienniczg, tak wiec dla grup przemien-
nych mozna zastosowa¢ Twierdzenie 5.3, ale okazuje sie, ze prowadzac osobny dowod (ana-
logiczny do dowodu Twierdzenia 5.2) dla grup przemiennych mozna uzyskaé¢ nieco inng

teze. Stad osobne sformutowanie i dowod w pracy |F| nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 5.4 ([F|, Theorem 3.1). Niech G i H bedq przemiennymi grupami, € > 0,
0<0<1— \/73 Zatozmy, ze p: P(G) — [0,1] jest niezmiennicza, skonczenie addytywna
miarg probabilistyczng na G oraz d : H x H — [0,400) jest niezmienniczqg metrykq na
grupie H. Jesli funkcja f: G — H spetnia

W {(x,y) = d(f(x+y), fl2)+ f(y) >e}) <6,
to istnieje takie odwzorowanie F': G — H, Ze
(5.4) d(F(z+vy),F(z)+ F(y)) <20, z,y€G

oraz

plfe : d(f(@), F(@) > 7)) <

Zaréwno w Twierdzeniu 5.3 jak i 5.4 otrzymalismy w tezie istnienie funkcji F': G — H

speliajacej warunek addytywnosci z pewnym przyblizeniem (por. (5.3), (5.4)). Doktadajac
do obu tych twierdzen zalozenie zapewniajace stabilno$é rownania Cauchy’ego, zagwaran-
tujemy sobie istnienie funkcji addytywnej, dla ktorej na wiekszosci (w sensie miary pu)
argumentow wartosci jej i funkeji f réznia sie niewiele.

Aby zachowaé czytelnosé¢ wynikéw odwolajmy sie do klasycznego Twierdzenia Hyersa.
Whiosek 5.1 (|F|, Corollary 3.2). Zatdzmy, e >0,0<38 <1—% 1, P(G) — [0,1]
jest niezmienniczq, skonczenie addytywng miarg probabilistyczng na przemiennej grupie G,

a'Y jest przestrzeniq Banacha. Jesli funkcja f: G —'Y spetnia warunek
W ({(z,y) € G* 1 | f(z+y) = (f2) + fy)ll > €}) <4,
to istnieje takie odwzorowanie h : G =Y, Ze
WMz +y) = h(z)+hly), zyed

oraz

p{r e G - |f(x) = hz)l| > 27e}) <

1-2§
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W przypadku grupy dopuszczajacej srednig niezmiennicza mozemy uzy¢, na przyktad,
[26, Theorem 3| oraz [106] i dosta¢ nastepujacy wniosek.
Wnhniosek 5.2 ([F]|, Corollary 3.3). Niech G bedzie grupg, u: P(G) — [0, 1] bedzie prawo-
stronnie niezmienniczq skornczenie addytywng miarg probabilistyczng. Zatozmy ponadto, ze
Y jest przestrzeniqg Banacha, € >0, 0 < 4§ < % Jesli funkcja f: G —'Y spetnia

() - f@+y) = fla) = fy)ll >e}) <6,

to dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje takie odwzorowanie F : G =Y, Ze
Flzx+y)=F(x)+ F(y), =,y €G,

p({z (@) = F(z)]| > 25e}) <40 +C.
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6. ROWNANIA CHARAKTERYZUJACE MODUL FUNKCJI ADDYTYWNEJ

Wprowadzenie

W tej czesci omowie wyniki dotyczace rozwiazan i stabilno$ci nastepujacych réwnan
funkcyjnych:
(6.1) max{f(z +y), f(x —y)} = f(z) + [(v),
(6.2) min{f(z +y), f(z —y)} = |f(z) = fW)],

(6.3) max{f(z +y), f(x —y)} = f(2)f(y),



33

(6.4) sup{f(z + Ay) : A€ T} = f(z) + f(y),
(6.5) inf{f(z+ Ay) : A€ T} =[f(z) - f(y)l,
(6.6) sup{f(z + Ay) : A € T}t = f(2)f(y),

(6.7) sup{f(z +1(y)) : L € L} = f(2)f(y),

(6.8) min{f(z +y), f(z —y)} = f(2)f(y),

(6.9) max{f(z +y), f(x —y)} = g(x)h(y),

(6.10) max{f(z +y), f(x —y)} = f(x)g(y) + h(y),
(6.11) max{f(z +y), flx —y)} = f(y)g(x) + h(z).

)
v)g
W réwnaniach (6.1), (6.2), (6.3), (6.8), (6.9), (6.10),
okreslone sa na grupie abelowej G; w rownaniach (6.4), (6.5) oraz (6.6) rzeczywista funkcja

(6.11) rzeczywiste funkcje f,g,h

f okreslona jest na przestrzeni liniowej V' (nad C), a T' oznacza okrag jednostkowy w C;
w rownaniu (6.7) rzeczywista funkcja f okreslona jest na grupie abelowej G, L C G¢,
id, —id € L.

Wktad habilitantki w ustalanie postaci rozwiazan badz badanie stabilnosci tych rownan
znajduje si¢ pracach [III]-[VIII].

e O réwnaniu (6.1)

Jak wykazali A. Simon i P. Volkmann w [103], rownanie (6.1) charakteryzuje wartosé
bezwzgledna funkeji addytywnej (inny dowod tego faktu podali T. Kochanek w [65] oraz
W. Fechner [25]). Rezultat ten uzyskal rowniez P. Volkmann w [118| bez zalozenia prze-
miennosci grupy G, ale z tagodniejszym zalozeniem: f(zyz) = f(yzrz) dla z,y,z € G. To
dodatkowe zatozenie udato sie pominaé¢ I. Toborg w pracy [115].

Dowod stabilnosci tego rownania znajduje sie w pracy [52]. Dowod stabilnosci ogolniej-

szego rownania

(6.12) max{f((zoy)oy); f(x)} = flxroy) + f(y),

gdzie rzeczywista funkcja f okreslona jest na grupoidzie GG z operacja binarng o spetniajaca
warunek

(zoy)o(roy)=(rox)o(yoy), xzyeq,
i lewostronnym elemencie neutralnym, znajduje sie w pracy [38]. Natomiast praca [VIII]
poswiecona jest stabilnosci rownania (6.12) przy jeszcze stabszych zalozeniach o dziedzinie
(G jest grupoidem z binarna operacja o spelniajaca warunek: dla kazdych z,y € G istnieje
takie k € N, ze

k k k k k k k
(xoy)” =a2* oy”, ((woy)oy)” = (2" oy*)oy”,



34

. . k .. . .. 0 k41 k k
potegi postaci 22" definiuje si¢ rekurencyjnie: 22 := x, 2% = 2% ox?).

Ponadto, stabilnos¢ rownania (6.1) otrzymano w pracy [112] jako wniosek ze stabilnosci
og0lniejszego rownania
fl@oy)x f(zoy) = f(zoy).
e O réwnaniu (6.2)
Rozwiazania rownania (6.2) pod zalozeniem, ze G = R, a f: R — R jest funkcja ciagla
podaje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.1 ([52]). Niech f: R — R bedzie funkcja cigglq spetniajgeq (6.2). Wtedy
albo istnieje taka stata ¢ > 0, ze f(x) = clz|, x € R, albo f jest okresowa z okresem 2p i
f(x) =c|z| dla € [—p,p|, z pewng statq c > 0.

W zasadzie w powyzszym twierdzeniu wystarczy zatozyé ciagltosé f cho¢ w jednym
punkcie, gdyz to implikuje juz ciagtos¢ f na R (|52]). Takze pewne zatozenia o mierzalnosci
f implikuja jej ciaglosé, co byto badane w pracach [7] 1 [67].

Ponadto, T. Kochanek zauwazyl, ze kazda funkcja f okreslona na abelowej grupie G
postaci f = goa, gdzie g: R — R jest rozwigzaniem réwnania (6.2) opisanym w Twierdze-
niu 6.1, a a: G — R jest funkcja addytywna, jest rozwiazaniem roéwnania (6.2).

Artykut |V] zawiera dowod stabilnosci réwnania (6.2) w klasie rzeczywistych funkeji

cigglych na prostej rzeczywistej, tj. nastepujacego twierdzenia:
Twierdzenie 6.2. Jesli 6 > 0 a f: R — R jest ciggtq funkcjg spetniajgcq
min{f(z +y), flz —y)} = [f(x) = fWII <6, 2y €eR,

to albo f jest ograniczona (i w tym przypadku jest “blisko” rozwigzania F = 0 réwnania
(6.2)) albo istnieje taka stata ¢ > 0, Ze

|f(x) —clz|| <215, =z €R,
tzn. f jest “blisko” rozwigzania F(x) = c|z| réownania (6.2).

e O rownaniach (6.3) i (6.7)

Rozwiazania rownania (6.3) przy dodatkowym zalozeniu, ze grupa abelowa G jest po-
dzielna przez 6 byty przedstawione w [103] (sa to funkcje postaci (i) lub (ii) z ponizszego
twierdzenia), a bez tego zalozenia w [VI]:

Twierdzenie 6.3. Niech f: G — R, gdzie G jest grupg abelowq. Wtedy f spetnia rownanie
(6.3) wtedy i tylko wtedy, gdy

() f=0

lub
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(ii) f = expo|al, dla pewnej addytywnej funkcji a: G — R
lub
(ili) istnieje taka podgrupa Go grupy G, Ze

x,yEG\GO:(:c—i-yeGg \/:c—yEGo),

. 1, x € Go,’

oraz

Superstabilnosci réwnania (6.3), a w zasadzie ogolniejszej postaci tego rownania, tj.
rownania (6.7), dowodze w [III]. Mianowicie, wykorzystujac idee z pracy [5] dowodze na-

stepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.4. Jesli funkcja f: G — R spetnia nierdwnosé

[sup{f(z +1(y)); L € L} — f(x)f(y)| <, r,y € G,

to albo funkcja f jest ograniczona albo jest ona rozwigzaniem réwnania (6.7).

e O rownaniach (6.4) i (6.5)

Rownania (6.4) i (6.5) sa analogonami réownan, odpowiednio (6.1) i (6.2), dla funkcji
okreslonych na przestrzeniach wektorowych nad C. Okazuje si¢ (patrz [8, Theorem 1]) ,
ze rownania (6.4) i (6.5) sa rownowazne; co wiecej, kazde z nich charakteryzuje modut

funkcjonatu liniowego.
W [IV] badam stabilnos¢ rownan (6.4) i (6.5):

Twierdzenie 6.5. Niech 0 > 0, zatozmy, ze g: V. — R jest przyblizonym rozwigzaniem
réwnania (6.4), tzn.

@?ﬂx+Mﬁ—M@—g@H§& z,y € V.
S

Wtedy istnieje takie rozwigzanie f: V — C rownania (6.4), Ze
[f(z) = g(2)| <176, z€eV.

Twierdzenie 6.6. Niech 0 > 0, zatozmy, ze g: V. — R jest przyblizonym rozwigzaniem

réwnania (6.5), tzn.
|inf g(z +Ay) —lg(x) —g9(y)l[ <0, z,yeV.
Wtedy istnieje takie rozwigzanie f: V — C réwnania (6.5), ze

|f(z) — g(z)| <495, x€V.
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e O réwnaniu (6.6)
Rozwiazania rownania (6.6) opisatam w [III]:

Twierdzenie 6.7. Jezeli f: V — R spetnia réwnanie (6.6), to albo f = 0 albo istnieje
taki funkcjonat liniowy ¢: V — C, ze f(x) = exp|o(z)|, z € V.

Superstabilnosé tego rownania wynika z Twierdzenia 6.4 ([III, Theorem 1.1]).
e O réwnaniu (6.8)

Ponizszy wynik dotyczacy postaci rozwigzan rownania (6.8) pochodzi z [VI].

Twierdzenie 6.8. Niech G bedzie grupg abelowq oraz f: G — R. Wtedy f jest rozwig-
zaniem rownania funkcyjnego (6.8) wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednej z nastepujgcych
postaci:

1. f=0,
lub

2. f(z) = exp(—la(z)|), x € G, dla pewnej addytywnej funkcji a: G — R,
lub

3. istnieje podgrupa Gy grupy G o wltasnosci:

(6.13) r,y€e G\Gy = (x+y € Gy Nz —y € Gy),
oraz
1, x € Gy,
f(x)_{_17 x%GO,
lub
4. istnieje podgrupa Gy grupy G o wltasnosci:
(6.14) z,y€e G\Gy = (r+y ¢ GoVa—y¢ G,
oraz
. 1, z € Gy,

e O réwnaniu (6.9)
Jako wniosek z [VII, Theorem 3.1] dostajemy w [VI| posta¢ rozwiazan rownania (6.9)

na prostej:
Twierdzenie 6.9. Niech f,g,h: R — R. Jezeli f jest ciggta, to

max{f(z +y), f(r —y)} = g(x)h(y) dlax,yeR

wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z nastepujgcych mozliwosci:
1. f=0, ¢g=0, h— dowolna;
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2. f=0, h=0, g-— dowolna,

3. f(z) = beedlr=l  g(z) = bedr™l  h(x) = ce?®l x € R, gdzie a,b,c,zy € R,
abc > 0;

4. f(z) =bce®, g(x)=be®®, h(x)=ce#towl 1 c R, gdzie a,b,c € R.

e O réwnaniach (6.10) i (6.11)
Inspiracja do prac [VI| oraz [VII| bylo rozwazane w monografii [2| rownanie

flx+y) = f(x)g(y) + h(y).

Okazuje sie, ze jego rozwigzania sa trojakiego typu: albo “trywialne” ze stata funkcja f,

albo zwigzane z rozwigzaniami rownania
a(z +y) = a(z) + aly),

albo zwiazane z rozwigzaniami réwnania

e(r +y) = e(x)e(y).
Analogicznie rozwazam wspoélng “pexideryzacje” rownan (6.1) i (6.3), ale ze wzgledu na
niesymetryczna role = i y dostaje dwa réwnania: (6.10) i (6.11). Glowny rezultat pracy
[VI], to posta¢ rozwiazan rownania (6.11). Okazuje sie, ze oprocz wynikow analogicznych
do tych z 2|, czyli: rozwiazan “trywialnych” ze stala funkcja f, rozwiazan zwiazanych
z rownaniem (6.1) oraz rozwiazan zwiazanych z (6.3), niestandardowo w teorii réownar
funkcyjnych dostajemy jeszcze jeden dodatkowy typ rozwiazan, zwigzany z réwnaniem

(6.8) (i stad osobne badanie réwniez tego rownania).

Twierdzenie 6.10. Niech f,g,h: G — R, gdzie G jest grupg abelowg. Wtedy f,g,h sq
rozwigzaniami rownania (6.11) wtedy i tylko wtedy, gdy sq jednej z nastepujgcych postaci:
1. f(x)=0b, ¢g— dowolna funkcja, h(x)=>5b(1—g(z)), z € G, gdziebeR;

2. f(x)=co(x)+b, g(x)=9¢(x), h(z)=01-9¢)),z€ G, gdzec,beR, c>0,
a ¢: G — R jest rozwigzaniem réwnania (6.3);

3. f(z)=cop(x)+b, g(x)=o¢(x), h(z)=>b1-¢)),xe€G, gdziec,beR, c<O,
a ¢: G — R jest rozwigzaniem réwnania (6.8);

4. flz)=9¢(x)+b, g(x)=1, h(z)=9¢(),z€ G, gdziebeR, a¢p:G— R jest
rozwigzaniem rownania (6.1).

Ogolna postaé rozwiazan rownania (6.10) wyznaczytam w [VII] pod dodatkowym zato-
zeniem, ze funkcje f, g, h sa okreslone na R i f jest ciagta:

Twierdzenie 6.11. Zalézmy, ze f,g,h: R — R spetniajg rownanie (6.10). Jezeli f jest
ciggta, to funkcje f, g, h sq jednej z nastepujgcych postaci:
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1. f(z)=0b, g¢g— dowolna funkcja, h(x)="0b(1—g(x)),x €R, gdziebeR;
2. f(x) = ce¥loml b g(x) = el h(z) = b1 —e¥l), 2 € R, gdzie z9,b € R,
ac > 0;
3. f(x)=alr—zo|+b, g(x)=1, h(z)=alz|,z€R, gdziebzg€R, a>0;
4. f(z) =ce®+b, g(x)=e#Olarl h(z) =b(l—ee@rl) e R, gdziea,b,c €R;
5. flx)=ax+b, g(x)=1, h(z)=|az|,z€R, gdziea,beR.

Na odwrdt, jesli f,g,h sq jednej z postaci 1-5, to sq rozwigzaniem (6.10).

7. NOWE DOWODY TWIERDZEN MAZURA—ORLICZA ORAZ MARKOWA—KAKUTANIEGO

7.1 Wprowadzenie

Wiele znanych i waznych twierdzeri w matematyce posiada duzo réznych dowodow. Tak
tez jest z Twierdzeniem Markowa—Kakutaniego oraz z Twierdzeniem Mazura—Orlicza. W
pracy |XI| pokazuje bezposredni zwiazek miedzy tymi twierdzeniami, dowodzac jednego z
nich przy uzyciu drugiego.

7.2 Twierdzenie Mazura—Orlicza i jego dowody

Przypomnijmy wypowiedz Twierdzenia Mazura—Orlicza:

Twierdzenie 7.1. (S. Mazur & W. Orlicz [80]) Niech X bedzie przestrzeniq liniowq, T
niepustym zbiorem, x: T — X, B: T — R, ap: X — R funkcjonatem podliniowym. Wtedy
nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) istnieje taki liniowy funkcjonat a: X — R, Ze
aly) <ply), yeX,

8() < alalt), teT,
(i) dla kazdegon € N, ty,...,t, €T i Ai,..., Ay € (0,00),

Z NiB(ti) <p (Z )\ﬂ(ti)) .

Przypomnijmy réwniez odpowiednik twierdzenia Mazura—Orlicza dla grup abelowych:

Twierdzenie 7.2. Niech G bedzie grupg abelowq, T niepustym zbiorem, x: T — G,
B: T =R, ap: G— R podaddytywna. Wtedy nastepujgce warunki sqg rownowazne:
(i) istnieje taka funkcja addytywna a: G — R, Ze

a(y) <ply), yeQq,

pt) <alx(t), teT;
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(i) dla kazdegon € N ity,... t, €T,

> Bt <p (me)) .
i=1 i=1

W obydwu wersjach implikacja ()= (ii) jest oczywista.

Oprocz dhugiego 1 dosé trudnego dowodu z [80], jest wiele roznych dowodoéw twierdzenia
Mazura-Orlicza i jego uogélnien. Mozna je znalez¢ na przyklad w [15], [19], [63], [74], [92],
[95] (chyba najbardziej elementarny i elegancki), [102] i [104].

Dowdd zaprezentowany w pracy |XI| opierajacy sie na Twierdzeniu Markowa—Kakutaniego
pozwala udowodni¢ zaréwno Twierdzenie 7.1 jak i 7.2 w analogiczny sposob. Nie wymaga
tez uzycia zadnych innych zaawansowanych twierdzeri?’.

7.3 Twierdzenie Markowa—Kakutaniego i jego dowody

Przypomnijmy (jeszcze raz) Twierdzenie Markowa—Kakutaniego.

Twierdzenie 7.3. (A. Markow |79, S. Kakutani [58]) Niech X bedzie (lokalnie wypuktq®)
przestrzeniq lintowo-topologiczng, C niepustym, wypuklym, zwartym podzbiorem X, F ko-
mutujgcg rodzing ciggtych, afinicznych odwzorowan zbioru C w siebie. Wtedy istnieje tak:

x €C, ze f(x) =z dla kazdego f € F.

Twierdzenia Markowa-Kakutaniego mozna dowodzié¢ korzystajac z réznych wnioskdw
z Twierdzenia Hahna—Banacha. W [119], Twierdzenie Markowa—Kakutaniego bylto udo-
wodnione przez twierdzenie o oddzielaniu (w lokalnie wypuktych przestrzeniach zwarte,
wypukle i niepuste roztgczne zbiory moga by¢ silnie rozdzielone). Takze z twierdzenia o
oddzielaniu (lokalnie wypukta przestrzen rozdziela punkty) oraz z juz wspomnanego |40,
Theorem 3.2.2|, Twierdzenie Markowa—Kakutaniego jest dowodzone w [40]. Jeszcze inny
dowod Twierdzenia Markowa—Kakutaniego, takze oparty na twierdzeniu o oddzielaniu,

mozna znalez¢ w [98].

2"Moze sie wydawac, ze rowniez w [40] podobnie pokazuje sie Twierdzenie Mazura—Orlicza bazujac na
Twierdzeniu Markowa—Kakutaniego. Aby uwypukli¢ r6znice pomiedzy dowodem z [40] a moim dowodem
z [XI] omoéwie krotko dowod z [40]. Najpierw w [40, Lemma 4.5.1] (powtarzajac rezultat z [58]) wnio-
sek z Twierdzenia Markowa-Kakutaniego byt uzyty, aby udowodni¢ twierdzenie Hahna-Banacha. Jednak,
aby udowodnié¢ twierdzenie Mazura-Orlicza autorzy [40] wykorzystuja jeszcze pewien lemat o podpieraniu
funkcjonatéw podliniowych funkcjonatami liniowymi oraz wazny rezultat z teorii nieskonczonych ukltadow
nieréwnosci [40, Theorem 3.2.2]

287 alozenie lokalnej wypuktosci nie jest konieczne, aczkolwiek wiele znanych dowodéw tego twierdzenia

ogranicza si¢ do takich przestrzeni.
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Wspomne jeszcze, ze dowod Twierdzenia Markowa—Kakutaniego z pracy [58] mozna zna-
lez¢ w monografii [99], a moim zdaniem najbardziej elementarny i najbardziej elegancki
nalezy do J. Jachymskiego [50].

Przedstawiony w |XI] dowod twierdzenia Markowa—Kakutaniego bezposrednio opiera sie
na twierdzeniu Mazura—Orlicza i jest prowadzony tak, jak w [40, 79, 98, 119], w lokalnie
wypuktlych przestrzeniach liniowo-topologicznych.

7.4 Szkic dowodu (pochodzacego z [XI|) implikacji (ii) = (i) Twierdzenia
Mazura—Orlicza

e W przypadku Twierdzenia 7.2 rozwazamy R z topologia Tichonowa oraz odwzorowa-
nia F,: R — R y € G, okreslone wzorem

Fyf(z) = f(z+y) = f(y). 2€G, feRC
Odwzorowania F) sg ciggle i afiniczne oraz
FyoF,=F,., y,z2¢cG,
a wiec rodzina {F}; y € G} jest komutujaca. Wybierzmy ¢y € T'iniech s := p(z(to)) — 5(to)-
Pot6zmy
C={feRY: = p(—y) < fly) <py) +s,y € G,

—p(=y) S F.f(y) <ply), v,z € G,

At) < flzt),t €T,

Bt) < Fyf(x(t)),t € T,y € G}

Z twierdzenia Markowa—Kakutaniego wnosimy, ze istnieje a € C, ktore jest punktem
statym wszystkich F}, dla y € G. To oznacza, ze

a(y +2) = a(y) +a(z), y,z€QG,
Bt) <a(x(t), teT

oraz
ay) <ply) +s, yed.

Z ostatniej nieréwnosci mozna wywnioskowac, ze

a(y) <ply), yeGa.

e W przypadku Twierdzenia 7.1 podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 7.2 otrzymujemy
istnienie stosownej funkcji addytywnej a, o ktorej tatwo mozna pokazaé, ze jest liniowa.

7.5 Szkic pierwszego kroku dowodu (pochodzacego z [XI|) twierdzenia Markowa—
Kakutaniego
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Czesto dowodd Twierdzenia Markowa-Kakutaniego podzielony jest na dwa kroki. Naj-

pierw pokazuje sie twierdzenie”:

Twierdzenie 7.4. Niech X bedzie lokalnie wypuktq przestrzeniq liniowo-topologiczng, C C
X jest zbiorem niepustym, wypuktym i zwartym, a F': C — C jest ciggta i afiniczna. Wtedy
F' ma punkt staty.

W dowodzie mozna uzy¢ Twierdzenia 7.1 lub Twierdzenia 7.2. Potézmy
B={F(zx)—z:z€C}

Przypusémy, ze 0 ¢ B. Zbior B jest niepusty, wypukly i zwarty. Niech U C X \ B bedzie
wypukltym i zbalansowanym otoczeniem zera. Oczywiscie U jest zbiorem pochtaniajacym.
Niech p: X — R bedzie funkcjonalem Minkowskiego zbioru U, tzn.

p(z) =inf{r > 0; z €rU}, zeX.

Funkcjonal p jest podliniowy oraz {z € X; p(z) < 1} C U. Ze zwartosci zbioru C wnosimy,
ze istnieje takie N € N, ze C C NU, skad

(7.1) p(x) <N, zeC.

Niech T'= C oraz B(t) = 1, z(t) = F(t)—tdlat € T. Dladowolnychn € N, ¢,...,t, € T
oraz Ay, ..., A\, € (0,00), mamy

> XiB(t) <p (Z )\iaz(ti)) :

i=1 i=1
Zatem warunek (ii) Twierdzenia Mazura—Orlicza jest spetniony. Wnosimy stad, ze istnieje
funkcjonat liniowy a: X — R, speliajacy

a(z) <plx), ze€X
oraz
1=p0t) <alz(t) =a(F(t)—t), teC.
Dla xz € C i n € N przeliczamy, ze
a(F"(z)) > a(x)+n, xe€Cl,neN,
co wobec (7.1), wymusza, ze
N > p(F"(z)) > a(F"(z)) > a(x) +n, xe€C,neN.

29Drugi krok (czyli dokoniczenie dowodu Twierdzenia Markowa-Kakutaniego w oparciu o Twierdzenie
7.4) jaki pokazalam w pracy [XI|, jest “standardowy”, taki sam mozna znalezé w [40], [119], [98], [50],
dlatego nie bede go juz tu powtarzac.
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Otrzymujemy sprzeczno$é¢, a wiec 0 € B, co od razu daje istnienie punktu statego dla

odwzorowania F'.

8. OMOWIENIE DOROBKU DOTYCZACEGO STABILNOSCI ROWNANIA TRANSLACJI I
“UKLADOW DYNAMICZNYCH”, NIEWCHODZACEGO W SKEAD “OSIAGNIECIA
NAUKOWEGO”

8.1 Wprowadzenie

Jednym z zainteresowan naukowych Z. Mosznera jest badanie zwiazkéw miedzy réznymi
podejsciami do problemu stabilnosci rownan funkcyjnych (por. [83], [86], [88], [89], [90]), a
takze pewnymi paradoksami zwigzanymi z tym tematem ([78], [90]). W pracy [X] zbada-
liSmy wspoélnie, czy uktady réwnan funkcyjnych, ktore definiuja uktad dynamiczny, badz
réwnanie translacji w pewnych klasach (takich, w ktorych rozwiazanie réwnania translacji
jest ukladem dynamicznym) sa stabilne (tu rowniez byly wziete pod uwage rozne defi-
nicje stablinosci, wiekszo$¢ z nich przytocze ponizej). Wyniki z tej pracy zostaly jeszcze
uzupelnione w pracach [89] i [90].

8.2 Uklady dynamiczne

Niech I C R bedzie niezdegenerowanym przedziatem oraz niech F': R x [ — [I. Przez
FY rozumiemy funkcje F(0, ).

Definicja 8.1. Ciagta funkcje F: R x I — [ nazywamy uktadem dynamicznym, gdy

spelione jest rownanie translacji:

(8.1) F(t,F(s,x))=F(s+t,x), s teR, zel;
oraz
(8.2) F(0,2) =z, ze€l.

Okazuje sie, ze warunek (8.2) w powyzszej definicji uktadu dynamicznego moze zostacé

zastapiony przez ktorykolwiek z ponizszych warunkow:

(1) funkcja F° jest rézniczkowalna oraz
(8.3) (F(x) =1, zel

(2) FO jest $cisle rosnaca.

(3) F nie jest stala oraz funkcja F° jest rézniczkowalna.

(4) F jest surjekcja.
W pracy [X] piszemy wiec dla uproszczenia o ukladach dynamicznych w sensie jednej z
pieciu (réwnowaznych) definicji.

8.3 Ro6zne rodzaje stabilnosci
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Dla uproszczenia wypowiedzi ponizszych definicji wprowadzmy etykiety:

(8.4) |H(s,H(t,z)) — H(t+s,2)| <6, s, teR zel,;
(8.5) |H(0,2) —x| <9, ze€l;
(8.6) |(H°) (z) — 1| <06, x€l.

Niech ponadto
H:={H:RxI—1: H ciagla};

F;={F:RxI—1:F jest ciaglym rozwiazaniem uktadu: (8.1) & (8.j)} dla j=2,3;
Hy = {H: RxI — I: H jest ciagtym rozwiazaniem ukltadu: (8.4) & (8.k)} dla k =5,6.
Moéwimy, ze uktad rownan funkcyjnych: (8.1) & (8.j), dla j = 2, 3, jest:
o stabilny w sensie Hyersa-Ulama, gdy
Veso Js>0 VEen [jeéli H € Hjyz, to Jper, [H(s,7) — F(s,z)|<edlaseR, z € I} :
e b-stabilny, gdy
Vw0 VHen [jeéli H € Hjz, to Jeso Trer, [H(s,x) — F(s,z)| <edlaseR, z € I} :
e jednostajnie b-stabilny, gdy
V>0 Jeso VEen [jeéli H € Hjyz, to Jper, [H(s,7) — F(s,z)| <edlaseR, z € ]} :
e odwrotnie stabilny, gdy
V550 Jeso VEen [jeéli Jrer, |H(s,x) — F(s,x)|<edlaseR, v €, to H € Hj+3:| ;
e odwrotnie b-stabilny, gdy
Viren [jesli JesoFper, |H(s,2) — F(s,z)| <edlas €R, z €1, to Iy H € Hjys) ;
e odwrotnie jednostajnie b-stabilny, gdy
Veso Jss0 Ve [jesli Iper, |H(s,2) — F(s,z)| <cdlase R,z €, to H € Hj3).

Nizej sformutujemy definicje réznych typow stabilnosci réwnania translacji w klasie funk-
cji I, dla ktorych FO jest §ciéle rosngca. Zamieniajac wyrazenie “FV jest écisle rosngca” na
odpowiednio “F nie jest stala i (F°)" istnieje” badz “F jest surjekcja” w ponizszych defini-
cjach, dostaniemy definicje stabilnosci rownania translacji odpowiednio w klasie funkcji F'
takich, ze F nie jest stata i (F°) istnieje, badz w klasie surjekcji. Tu réwniez, dla skrocenia

wypowiedzi, wprowadzimy pewne oznaczenia. Niech

K:={F:RxI—1: Fciagla, F° jest $cigle rosnaca},
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Ki1:={F € K : F jest ciaglym rozwiazaniem (8.1)},
Ky:={H:RxI—1: H jest cilaglym rozwiazaniem (8.4)}.

Moéwimy, ze rownanie translacji (8.1) jest

o stabilne w sensie Hyersa-Ulama w klasie IC, gdy
Veso Jos0 Ve [jesli H € Ky, to Tpex, |H(s,z) — F(s,x)| <e dlaseR, x € I];
o b-stabilne w klasie KC, gdy
Vs=o Vrex [jesli H € K4, to e=0 Trex, |H(s,2) — F(s,z)| <edlaseR, xz € I];
e jednostagnie b-stabilne w klasie K, gdy
Vs>0 Jeso Vuer [jesli H € Ky, to Tpex, |H(s,x) — F(s,z)| <edlaseR, x € I];
e odwrotnie stabilny w klasie IC, gdy
Vs=0 Jeso Ver [jesl Trex, |H(s,z) — F(s,z)| <edlaseR, x €, to H € K4l;
e odwrotnie b-stabilny w klasie IC, gdy
Vierx [jeshi Feso Trex, |H(s,2) — F(s,z)| <edlas € R, x € I, to 5o H € K4];
e odwrotnie jednostajnie b-stabilny w klasie IC, gdy
Voo Jos0 Ve [jesh Trex, |H(s,z) — F(s,z)| <edlaseR, x €1, to H € Ky].
8.4 Podsumowanie wynikéw uzyskanych w pracy [X]
Rezultaty badania tych roznych typow stabilnosci (w pracy rozwazaliémy jeszcze kilka
innych) uktadéw dynamicznych zebrane sa w ponizszej tabelce. Jak sie okazato, stabilnosé

uktadu dynamicznego, zalezy od ograniczonosci przedziatu I i od tego, ktoéra z pieciu

rownowaznych definicji uktadu dynamicznego bierzemy pod uwage.
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b-stabilnosé

def.1 def .2 def. 3 def. 4 def. 5
((8.1) & ((8.1) & ((8.1) & ((8.1) & ((8.1) &
F0,z)=2) | (F% (z)=1) | F(0,-) &cigle | (FY) istnieje) | F surjekcja)
rosnaca)
stabilnosé w sensie tylko dla . . .
dla kazdego I dla zadnego I dla kazdego [
Hyersa-Ulama I=R
l'o—stablln.osc tylko .dla I tylko dla .
jednostajna ograniczonych ) b dla kazdego I
b-stabilnosgé lubI =R ograticzonyc
odwrotna stabilnosé dla zadnego I
odwrotna
b-stabilnosé tylko dla [ . tylko dla I
- - . dla zadnego I )
odwrotna jednostajna | ograniczonych ograniczonych

8.5 Stabilno$é réownania translacji w klasie funkcji ciagtych F': (0,00) x [ — [

Na zakonczenie tego rozdzialu wspomne jeszcze o wynikach z pracy [I]. Badatam tam

stabilno§¢ rownania translacji w klasie funkeji ciagtych przeksztatacajacych (0,00) x I w

I, gdzie I C R jest przedziatem. Nie udato sie uzyskaé¢ petnej odpowiedzi na pytanie ana-

logiczne do postawionego przez S. Ulama. Dlatego praca zawiera tylko pewne cze$ciowe

rezultaty. W [I, Theorem 3.1| podaje warunki dodatkowe, pod ktérymi przyblizona pot-

grupa iteracji jest blisko pewnej potgrupy iteracji. Natomiast [I, Theorem 3.2] pokazuje,

ze bez tych dodatkowych warunkéw mozna d-potgrupe iteracji H: (0,00) x I — I przybli-

za¢ (z dokladnoscia €) polgrupa iteracji na zbiorze cl H((0,00) x I) \ L, gdzie |L| < n (§

dobieramy do dowolnych ¢ i n > 0).

9. STABILNOSC ROWNANIA CAUCHYEGO 1 PEXIDERA

9.1 Wyniki z pracy [II]
W pracy [II] udowodniona zostata stabilnos¢ rownania Pexidera

F(zy) = G(z) + H(y),

x,y €5,

przy bardzo stabym zalozeniu o dziedzinie funkeji*’. Mianowicie, zaktadamy, ze S jest gru-

poidem Tabora, tzn. zbiorem z okreslonym dzialaniem -, w ktérym spetiony jest warunek

k k k
Vayes Tren (zy)? =2y

30Stabilnos¢ rownania Pexidera badana byla tez w innych pracach: [91], [39], [68], ale tam zalozenia o

dziedzinie byly silniejsze, natomiast o przeciwdziedzinie stabsze niz w pracy [II].
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Potegi postaci 22" zdefiniowane sa rekurencynie:

0 k+1 k k
2 =z, ¥ =2 2%,

Twierdzenie 9.1. Niech S bedzie grupoidem Tabora z obustronnym elementem neuralnym.
Niech V' bedzie symetrycznym, ograniczonym, idealnie wypuktym3' podzbiorem przestrzeni

Banacha E. Zatozmy, ze f,g,h: S — E spetniajg warunek

flzy) —g(x) —h(y) €V, z,y€eS.

Wtedy istniejq takie funkcje F,G, H: S — E, ze spelnione jest réwnanie Pexidera
Flry) = G(x) + H(y), =,y€5,

oraz

F(x)— f(x) €3V, G(z) —g(z) € 4V, H(z) — h(x) € 4V, =z € S.

9.2 Wyniki z pracy |VII]]

W pracy [VIII| zamiescilismy kilka rezultatow dotyczacych grupoidow Tabora. Miedzy
innymi: warunki wystarczajace na to, aby potgrupa z elementem idempotentnym byta
grupoidem Tabora, przyktad grupy, ktora nie jest grupoidem Tabora oraz przyktad nietry-
wialnego grupoidu Tabora3?. Ponadto, w pracy tej odnotowany zostal réwniez nastepujacy

wniosek z wczesniejszej pracy P. Volkmanna:

Twierdzenie 9.2. Niech S bedzie grupoidem Tabora, V' ograniczonym, domknietym 1 wy-
puktym podzbiorem przestrzeni Banacha E, a f: S — E spetnia

flay) = flx) = fly) eV, xyes.
Wtedy istnieje jedyna taka funkcja addytywna a: S — E, Ze
a(z)— f(z) eV, =ze€b.

Udowodniona zostala nastepujaca charakteryzacja ograniczonych perturbacji odwzoro-
wan addytywnych:

Twierdzenie 9.3. Niech S bedzie grupoidem Tabora, A ograniczonym i domknietym pod-

zbiorem przestrzeni Banacha E, f: S — E. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

3Podzbior V przestrzeni Banacha E jest idealnie wypukty [75], gdy dla kazdego ograniczonego ciagu
di,ds, ... € V ikazdego takiego ciagu ai,az,...>0,2e Y oo ap =1, mamy Y, apdy € V.
32Inne wyniki dotyczace grupoidéw Tabora znalez¢é mozna w pracy [114].
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(P) f =a+r, gdziea: S — E jest addytywna, r(x) € A dla x € S;
(Q) istniejq ograniczone zbiory B,C C E, dla ktorych

f(ry) — f(z) = fly) € B, w,y€S,
2 flx)— f(2¥) €A+ C, ze S keN.

Praca ta zawiera takze wynik dotyczacy stabilnosci rownania funkcyjnego (6.12), o czym
pisalam juz w rozdziale szostym.

9.3 Wyniki z pracy [[X]

W pracy [IX]| dowodzimy ponizszego twierdzenia o stabilno$ci nastepujacej wersji row-

nania Pexidera:
f(zy) = g(x)h(y) + k(y),

dla funkcji okreslonych na potgrupie dopuszczajacej srednig niezmiennicza.

Twierdzenie 9.4. Niech S bedzie potgrupg dopuszczajgceq Sredniq niezmienniczq z elemen-
tem neutralnym, f,g,h,k: S — C, e >0,

[f(zy) — g(x)h(y) —k(y)| <&, z,y€S
Wtedy istniejg takie funkcje F, G, H, K: S — C bedgce rozwigzaniem rownania:
F(ry) = G(z)H(y) + K(y), =,y€b,
ze funkcje f — F, g — G, h — H oraz k — K sq ograniczone.

W dowodzie uzywamy m.in. drugiej po ciggach Hyersa najbardziej popularnej metody
dowodzenia stabilnosci rownan funkcyjnych, a mianowicie $redniej niezmiennicze;j.

9.4 Wyniki z pracy [XI]|

W pracy [XII] dowodzimy nastepujacej abstrakcyjnej wersji twierdzenia Hyersa:

Twierdzenie 9.5. Niech Y bedzie grupg abelowqg jednoznacznie podzielng przez 2, niech
B CY bedzie takim %—wypuk%ym zbiorem, Ze

M (B~ B) = {0}

neN
Zatozmy, ze dla kazdego ciggu (Yn)nen, punktow grupy Y prawdziwa jest nastepujgca im-
plikacja:
jesli

1 1
yn+l+ﬁB Q?/n+2—nB, n € Ny,
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to

2n
neNg

Wtedy dla dowolnej abelowej potgrupy (S,+) i dowolnej funkcji f: S — 'Y spelniajgcej
f(s+t)— f(s)— f(t) e B, s,teb,
istnieje jedyna addytywna funkcja a: S —'Y, dla ktorej
a(s) — f(s) e B, seb.

Jej motywacja byla che¢ wyjasnienia, dlaczego w twierdzeniach “typu Hyersa” pojawia
sie zalozenie zupelnosci przeciwdziedziny Y, badz zwartosci “zbioru btedow” B. Wydaje
sie, ze jest to konsekwencja wlasnosci przekrojowych (Twierdzenie Cantora dla przestrzeni
zupelych i wlasnosé skonczonego przekroju rodziny zbioréow zwartych). Dwa wnioski, dla
odwzorowan o warto$ciach w grupach topologicznych — z zalozeniem ciggowej zupetnosci Y,
badz zwartosci B — uogolniaja wiele wezesniejszych rezultatow (cala serie prac z wersjami
twierdzenia Hyersa dla odwzorowan o wartosciach w pewnych szczegolnych przestrzeniach
zupelych — na przykltad “2-Banach spaces” |93, zupelnych niearchimedesowych [81], “ /-
Banach spaces” [97] — badz wersje twierdzenia Hyersa ze zwartym zbiorem btedow B [XII,
Thorem 1.2], [4]).

Przy zatozeniu zupelosci Y mamy:

Whiosek 9.1. Niech B # () bedzie %-wypukiym, domknietym 1 ograniczonym podzbiorem
przemiennes], jednoznacznie podzielne) przez 2, ciggowo zupetnej topologicznej grupy Haus-
dorffa Y, nie zawierajgcej elementow skoriczonego rzedu. Wtedy dla dowolnej przemiennej
potgrupy (S, +) i dowolnej funkcji f: S — Y spetniajgcej

f(s+1t)—f(s)— f(t)e B, s,teS,
istnieje doktadnie jedna taka funkcja addytywna a: S —'Y, ze
a(s) — f(s) e B, seb.
Natomiast w przypadku zwartosci zbioru btedéw B mamy:

Whiosek 9.2. Niech B # () bedzie %—wypukfym 1 zwartym podzbiorem przemiennej, jedno-
znacznie podzielnej przez 2 topologiczne) grupy Y. Zatozmy ponadto, zZe odwzorowanie

1
YBJ:»—>§:U€Y
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jest ciggle oraz

N 2in(B ~ B) = {0}.

Wtedy dla dowolnej przemiennej ;(:Z)rupy (S, +) i@ dowolnej funkcji f: S =Y spetniajgcej
f(s+t)— f(s)— f(t)e B, s,tes,
istnieje doktadnie jedna taka funkcja addytywna a: S =Y, Ze
a(s)— f(s) e B, seb.
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WYKAZ PRAC ZAWIERAJACYCH WYNIKI Z DOKTORATU:

[XIV] Barbara Przebieracz, Approxzimately iterable functions, Proceedings of ECIT06, Grazer Math. Ber.,
Bericht Nr 351 (2007), 139-157.

[XV] Barbara Przebieracz, The closure of the set of iterable functions, Aequationes Math. 75 (2008),
239-250.

[XVI] Barbara Przebieracz, Weak almost iterability, Real Analysis Exchange 34(2), (2008,/2009), 359-376.

10. WYNIKI Z DOKTORATU

W pracy [120] M.C. Zdun scharakteryzowal ciagte przeksztalcenia odcinka X C R, ktore
sg zanurzalne w ciagle potgrupy iteracji, tzn. takie ciggte funkcje f: X — X, dla ktérych

istnieje ciagte rozwigzanie F': (0,00) x X — X rownania translacji
F(s,F(t,x))=F(t+s,z), s,t€(0,00),2€X,

spelniajace
flz)=F(1,z), z¢€X.

Funkcje zanurzalne w ciagte potgrupy iteracji nazywamy iterowalnymi. W odpowiedzi na
problem postawiony przez E. Jen w monografii Gy. Targoriskiego [113, problem (3.1.12)],
W. Jarczyk zaproponowal nastepujaca definicje funkcji w pewnym sensie bliskich iterowal-
nym:

Ciagta funkcje f: X — X nazywamy prawie iterowalng, gdy istnieje taka iterowalna
funkcja g: X — X, ze
(10.1) lim (f"(x) — ¢"(z)) =0, ze€X,

n—oo
i zbieznosé ta jest jednostajna na kazdej sktadowej zbioru® [ay, bs] \ Per(f, 1).

W [51] mozna znalezé pewna charakteryzacje prawie iterowalnosci.

W pracy [XVI] badatam pewne uogélnienia prawie iterowalnosci, a mianowicie funkcje
speliajace warunek (10.1) bez dodatkowego zalozenia o zbieznosci jednostajnej wyste-
pujacego w powyzszej definicji prawie iterowalnosci (takie funkcje nazwalam stabo prawie
iterowalnymi), badz speliajace warunek (10.1) dla z z pewnego “duzego zbioru” w sensie
miary lub kategorii. Charakteryzacje funkcji stabo prawie iterowalnych zawiera nastepujace

twierdzenie:

33Przypomne, ze Per(f,1) oznacza zbior punktow stalych funkeji f, a Per(f,2) zbiér punktéow okreso-
wych rzedu 2 funkcji f, tj.

Per(f.1) ={z € X : f(z) =x}, Per(f,2)={zreX: f*(z) =2, f(z) #z},

a ay i by oznaczajg najmniejszy, odpowiednio najwickszy, punkt staty funkcji f.
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Twierdzenie 10.1. Ciggta funkcja f: X — X jest stabo prawie iterowalna wtedy @ tylko
wtedy, gdy Per(f,2) = 0 oraz istniejq takie punkty a;,b; € Per(f, 1), i € I, Ze [af,bs] =
Uicslai, bi] oraz dla kazdego i € I zachodzi jedna z mozliwosci:

(i) a; = by;

(ii) (ai7 b) N Per( ) f([aw Z]) = [ai) bz],

(iii) (a;,b;) N Per(f,1) = {c;}, x < f(x) < by, dla z € (a;,¢), a; < f(z) < x dla
x € (¢, bi);

(iv) (a;,b;) NPer(f,1) =0, b; = by, f(x) >z dla x € (a;,b;);

(v) (a;, b)) NPer(f,1) =0, a; = ay, f(z) <z dlax € (a;,b;).

W pracy [XIV| zaproponowatam inng definicje funkeji “bliskich” iterowalnym. Glowny
wynik tej pracy zawiera nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 10.2. Ciggta funkcja f: X — X spetnia warunek
(W) dla kazdego € > 0 istnieje taka funkcja iterowalna g: X — X i liczba naturalna ng,
ze |fM(x) —g"(z)| <e dlan>ng, v € X,

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
(i) zaciesnienie flia, b, jest funkciq rosngcq

i zachodzi jeden z ponizszych warunkow: (ii)—(iv)
(ii) Per(f,2) =10
(iv) dla kazdego x € X cigg (f™(x))nen jest zbiezny.

Ponizsze warunki rownowazne na to, by funkcja nalezata do domkniecia zbioru funkcji

iterowalnych pochodza z pracy [XV].

Twierdzenie 10.3. Niech f: X — X bedzie funkcjq ciqglq. Nastepujgce warunki sq para-
ML TOWNOWazne:

(1) Istniejq takie punkty x1,x9 € X, Ze
1 < fon) < f(x) < flog) <2, 7 EX,

i zaciesnienie f|z, 2, jest funkcig rosngcq.
(2) Dla kazdego € > 0 istnieje taka iterowalna funkcja g: X — X, Ze

If"(z) — g"(z)]| <&, neN,zeX.

(3) Dla kazdego £ > 0 istnieje taka iterowalna funkcja g: X — X, ze |f(x) — g(z)| < € dla
r e X.
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(4) Dla kazdego € > 0 istnieje taka e-potgrupa iteracii?* F: (0,00) x X — X, Ze
|f*(z) = F(n,z)| <e, neN,zeX.
(5) Dla kazdego € > 0 istnieje taka e-potgrupa iteracji F': (0,00) x X — X, Ze
|flz) = F(l,z)| <e, zeX.

34Mowimy, ze funkcja ciggta F: (0,00) x X — X jest e-polgrupa iteracji, gdy spelnia nieréwnosé

|F(s, F(t,x)) = F(t+s,z)| <e, dlazelX,s,te(0,00).
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