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(c) Omowienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wynikéw wraz z oméwieniem
ich ewentualnego wykorzystania.

Celem naukowym przedtozonego cyklu prac jest przedstawienie twierdzen o od-
dzielaniu i podpieraniu dla waznych klas odwzorowan, ktore uogoélniaja klasy funkcji
wypuktych i podaddytywnych oraz pokazanie zastosowan tych wynikow.

Wprowadzenie

Przyblizymy w tym miejscu pokrotce rozpatrywane w rozprawie klasy funkcji i za-
leznosci miedzy nimi. Dla ustalonej liczby ¢ € (0, 1) symbolem Q(t) oznaczaé bedziemy
najmniejsze podciato ciata liczb rzeczywistych zawierajace singleton {t}. Oczywiscie
Q C Q(t). Zatézmy, ze IK C IR jest ustalonym ciatem, a X przestrzenia liniowa nad
tym cialem. Powiemy, ze zbior D C X jest A-wypukly, gdzie A C IK, jezeli

r,yeD, aec AN[0,1]] = az+ (1 —a)y € D.

W przypadku, gdy A = {t}, méowimy, ze D jest zbiorem t-wypuklym, natomiast, gdy
A =1R, to zbiér D nazywamy wypuktym.

Punkt zy € D nalezy do IK-algebraicznego wnetrza zbioru D, co oznaczamy sym-
bolem z¢ € alginty (D), jezeli dla dowolnego = € X istnieje taka liczba § > 0, ze

ro+areD dlaae (=40 NIK.

Zbiér nazywamy IK-algebraicznie otwartym, jezeli algintc (D) = D. Jezeli K = IR,
to piszemy zo € algint(D), a zbiér spelniajacy warunek algint(D) = D nazywa-
my algebraicznie otwartym. Kazdy otwarty podzbidr rzeczywistej przestrzeni liniowo-
topologicznej jest zbiorem algebraicznie otwartym, ale przeciwna implikacja nie jest
prawdziwa (zobacz [62], Example 1.1).

Zatozmy, ze D jest wypuklym podzbiorem rzeczywistej przestrzeni liniowej. Powie-
my, ze funkcja f: D — IR jest wypukta, jezeli

fltze+ (1 —=t)y) <tf(x)+(1—-2t)f(y) dlaz,ye D, te]|0,1].

Jezeli powyzsza nieréwno$é jest spelniona dla z,y € D i ustalonej liczby ¢t € (0,1), to
moéwimy, ze f jest funkcja t-wypuklq; jezeli t = %, to f nazywamy funkcja wypuklq w
sensie Jensena.

Oczywiscie kazda funkcja wypukta jest t-wypukta dla kazdego t € (0, 1), w szczegdl-
nosci wypukta w sensie Jensena. Implikacja przeciwna na ogét nie zachodzi. Ustalmy
t € (0,1). Wtedy kazda nieciagla funkcja addytywna a : R — IR, tj. rozwiazanie
rownania funkcyjnego Cauchy’ego

alx +y) =a(x)+aly), =z,y€lR,



speliajgca dodatkowo warunek
a(tr) =ta(z), x € R

jest przyktadem funkcji t-wypuktej i wypuktlej w sensie Jensena, ktéra nie jest funkcja
wypukla (dowdd istnienia takich funkcji mozna znalezé na przyktad w [71], Theorem
5.4.2). Z drugiej strony kazda funkcja t-wypukta jest funkcja wypukta w sensie Jensena.
Wynik ten zostal dowiedziony przez N. Kuhna w pracy [69], a bezposrednia motywacja
byta praca R. Gera [39]. Bardzo prosty dowédd tego faktu podali Z. Dardcezy i Zs. Péles
w [29].

Kazda funkcja wypukta okreslona na otwartym i wypuklym podzbiorze rzeczywi-
stej przestrzeni liniowej skoriczenie wymiarowej jest ciagta. W przestrzeni nieskorniczenie
wymiarowej wlasnos¢ ta nie zachodzi. Dowolny nieciggty funkcjonat liniowy jest przy-
ktadem nieciaglej funkcji wypuktej. Z drugiej strony, stosunkowo stabe warunki regu-
larno$ciowe narzucone na funkcje wypukta w sensie Jensena implikuja jej ciagtosé. Naj-
bardziej znanym wynikiem tego typu jest twierdzenie Bernsteina-Doetscha [14] (patrz
takze [62], Theorem 5.1), ktore orzeka, ze kazda funkcja wypukta w sensie Jensena
okreslona na otwartym i wypuklym podzbiorze przestrzeni liniowo-topologicznej, ogra-
niczona z gory na zbiorze o niepustym wnetrzu, jest wypukta i ciggla. Przeglad wyni-
kow dotyczacych warunkow implikujacych cigglosé funkeji addytywnych i wypuktych
w sensie Jensena mozna znalez¢é w monografii M. Kuczmy [71].

Kuhn w pracy [70] badal ogélniejsza nieréwnos¢ funkcyjna. Dla ustalonych liczb
s,t € (0,1) funkcje f : D — IR okre$lona na zbiorze wypukltym D nazwiemy (s,t)-
wypuklq, jezeli

flsz+(1—=s)y) <tf(z)+(1—-1t)f(y) dlaz,yeD.

W przypadku, gdy s = t klasa funkcji (¢,¢)-wypuklych pokrywa sie z klasa funkcji ¢-
wypuktych. Kuhn [70] pokazal, ze kazda funkcja (s,t)-wypukta jest wypukta w sensie
Jensena. Problem istnienia niestalych rozwiazan powyzszej nierownosci dla s # t zalezy
od algebraicznej struktury liczb s i ¢ i zostal rozwiazany przez J. Matkowskiego i M.
Pycie w [77] (Z. Kominek w [63] podal czesciowe rozwiazanie tego problemu). Wykazali
oni, ze s it sg liczbami sprzezonymi, tzn. obie s przestepne lub obie sg algebraiczne i sg
pierwiastkami tego samego wielomianu minimalnego o wymiernych wspotczynnikach,
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje niestata funkcja (s, t)-wypukla.

W celu podania definicji funkcji wypuklych w sensie Schura przypomnijmy kilka
niezbednych poje¢. W 1934 roku G. Hardy, J. E. Littlewood i G. Pélya [46] wprowadzili
relacje majoryzacji w nastepujacy sposob: dla z,y € R"

k n n
r<y & me <Zym dlak=1,...n—1 oraz me :Zym,
i=1 i=1

i=1 i=1
gdzie dla x = (1, ..., z,) € R" symbolem (zpy, ..., ¥[,)) oznaczamy wektor o wspotrzed-
nych ustawionych w porzadku nierosngcym: xp > ... > xp,). Jezeli x < y, to méwimy,
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ze wektor x jest majoryzowany przez wektor y. Okazuje sig, ze tak zdefiniowana relacja
jest potporzadkiem, tzn. jest zwrotna i przechodnia. Fakt, ze x < y jest rownowazny
(zobacz [9], [46]) istnieniu takiej macierzy podwdjnie stochastycznej ! S € RY, ze

x = 9y.

Funkcje zachowujace tak zdefiniowany pétporzadek (na cze$é pomystodawcy I. Schura
[109], ktory jako pierwszy je rozwazal) nazywamy funkcjami wypuklymi w sensie Schu-
ra. Tak wiec powiemy, ze funkcja f : W — IR, gdzie W C IR", jest wypukla w sensie
Schura, jezeli dla wszelkich x,y € W zachodzi implikacja

r<y= f(z) < fy)

W przypadku, gdy W = I", z pewnym przedziatem I C IR, powyzszy warunek jest
rOwnowazny nastepujacemu:

f(Sz) < f(x) dla z eI

i dla dowolnej macierzy podwdjnie stochastycznej S € IR). Przeglad wynikow doty-
czacych majoryzacji i funkcji wypuktych w sensie Schura mozna znalezé w obszernej

monografii B. C. Arnolda, A. W. Marshalla i I. Olkina [9].

W 1954 roku E. M. Wright [125] wprowadzil nowy rodzaj wypuktosci. Powiemy, ze
funkcja f: D — R jest wypukla w sensie Wrighta, jezeli

(1) fltx+ (1 —=t)y)+ f(1—t)x+ty) < f(x)+ fly) dlax,ye D, te]|0,1].

Oczywiscie kazda funkcja wypukta i kazda funkcja addytywna jest funkcja wypukta
w sensie Wrighta, a kazda funkcja wypukta w sensie Wrighta jest wypukta w sensie
Jensena.

Klasy funkcji wypuktych w sensie Schura i funkcji wypuktych w sensie Wrighta
taczy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1 ([81], Ng, 1987) Niech D C IR™ bedzie niepustym zbiorem otwar-
tym i wypuklym, f: D — IR oraz F(zy,...,2,) = Y7 f(x;). Wowczas nastepujace
warunki sq¢ parami rownowazne:

(a)

(b)

(c) f jest funkcjg wypukle w sensie Wrighta,
)

)

F jest wypukta w sensie Schura dla pewnego n > 2
n>=2,

F jest wypukia w sensie Schura dla dowolnego

(d) funkcja f jest postaci
flz) =w(x)+alz), ze€D,

gdzie w : D — R jest funkcjg wypuktq, za$ a : IR™ — IR funkcjq addytywng.

!Macierz o nieujemnych wspétczynnikach S € IR}’ nazywamy podwdjnie stochastyczng, jezeli suma
elementéw kazdego wiersza i kazdej kolumny jest rowna 1.
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Roéwnowaznosé (¢) < (d) podaje charakteryzacje funkcji wypuktych w sensie Wri-
ghta i dla funkcji okreslonych na algebraicznie otwartym podzbiorze rzeczywistej prze-
strzeni liniowej, zostata wykazana przez Kominka w pracy [62].

Jezeli nierownos$é (1) jest spelniona dla x,y € D i ustalonej liczby t € (0,1),
to funkcje f nazywamy t-wypuklq w sensie Wrighta. Definicje funkcji t-wypuktych w
sensie Wrighta wprowadzit Matkowski w [76]. W tej pracy pytal, czy kazda funkcja
t-wypukta w sensie Wrighta musi by¢ wypukta w sensie Jensena? Gy. Maksa, K. Ni-
kodem i Zs. Péles w pracy [74] podali pozytywne rozwiazanie problemu Matkowskiego
dla wymiernych i pewnych algebraicznych liczb ¢t € (0,1). Z drugiej strony dla wszyst-
kich przestepnych oraz takich algebraicznych liczb ¢ € (0, 1), ze algebraiczne sprzezenie
(pierwiastek wielomianu minimalnego) lezy na zewnatrz domknietej kuli F(%, %) skon-
struowali ograniczong z gory na calej prostej IR funkcje t-wypuklyg w sensie Wrighta,
ktora jest wklesta w sensie Jensena. Taka funkcja ma wiele patologicznych wtasno-
Sci, w szczegolnosci jest niecigglta w kazdym punkcie. Do przyktadu tego bedziemy sig
wielokrotnie odwolywaé¢ w dalszej czedci autoreferatu.

Jezeli f jest taka funkcja, ze funkcja — f jest wypukta (t-wypukta, wypukta w sensie
Jensena, t-wypukta w sensie Wrighta), to méwimy, ze f jest wklesta (t-wklesta, wklesta
w sensie Jensena, t-wklesta w sensie Wrighta).

Jezeli f jest taka funkcja, ze f oraz —f sa jednoczesnie wypukte (t-wypukle, wypu-
ke w sensie Jensena, t-wypukle w sensie Wrighta), to funkcje f nazywamy afiniczng
(t-afinicznag, afiniczng w sensie Jensena, t-afiniczng w sensie Wrighta).

Nastepujace twierdzenie podaje posta¢ funkcji t-afinicznych w sensie Wrighta.
Twierdzenie to wykazal K. Lajké w pracy [72] dla funkcji okreslonych na przedzia-
le. Podana tutaj wersja uogoélnia je w kilku kierunkach i jest szczegdélnym przypadkiem
twierdzenia dowiedzionego w pracy (O3).

Twierdzenie 2 Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem IK, przy czym Q(t) C
IK C IR oraz niech D C X bedzie takim zbiorem Q(t)-wypukiym, ze algint(Q(t)(D) + .
Wowczas f: D — IR jest funkcjq t-afiniczng w sensie Wrighta wtedy i tylko wtedy,
gdy jest postaci:

f(x) =ap+ ai(z) + ag(z,z), x € D,
gdzie ag € IR jest stalg, a1 : X — R funkcjg addytywng, ay : X x X — IR funkcjg
2-addytywnq, symetryczng i speiniajgcg warunek:

as(tz,(1—t)x) =0 dlazx e X.

W klasie funkcji ciagtych pojecia: wypuktosci, t-wypuktosdci, wypuktosci w sensie
Jensena i t-wypuktosci w sensie Wrighta pokrywaja sie.

PrzejdZzmy teraz do pojecia delta-wypuktosci funkeji. Definicje odwzorowan delta-
wypuktych wprowadzili L. Vesely i L. Zajicek w pracy [120] przyjmujac nastepujace
okreslenie:



Definicja 1 Niech X i Y beda rzeczywistymi przestrzeniami unormowanymi, D C X
zbiorem wypuklym. Powiemy, ze odwzorowanie F' : D — Y jest delta-wypukle, jezeli
istnieje taka wypukta i ciggta funkcja f : D — IR, ze funkcja f + y* o F' jest wypukta i
ciagta dla dowolnego elementu y* € Y* o normie réwnej 1. Jezeli powyzszy warunek jest
speliony, to méwimy, ze F' jest odwzorowaniem delta-wypuklym z kontrolng funkcja

f.

Okazuje sie (zobacz [120]), ze ciagte odwzorowanie F' : D — Y jest delta-wypukle z
ciggta funkcja kontrolng f : D — IR wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nieréwnosc:

@) HF(»T) + F(y) _F(W>H <T@+ W) _f(ny>
2 2 2 2

dla wszelkich z,y € D. Oczywiscie powyzsza nierownos¢ mozemy bada¢ w szerszej kla-
sie odwzorowan, nie wymagajac od nich zadnych warunkow regularno$ciowych. Latwo
sprawdzi¢, ze w przypadku, gdy Y = IR odwzorowanie jest delta-wypukle wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy jest roznica dwoch funkeji wypuktych. Klasa odwzorowan wprowadzona
przez Vesely’ego i Zajicka jest wiec uogdlnieniem (na przypadek odwzorowan przyj-
mujacych wartodci w przestrzeniach wektorowych) funkeji, ktére mozna przedstawié¢ w
postaci réznicy dwoch funkeji wypuktych.

Modyfikujac odpowiednio nieréwnos¢ (2) mozemy rozpatrywaé odwzorowania: del-
ta wypukle w sensie Jensena [41], delta (s,t)-wypukle (OT), delta-podaddytywne [40],
(IV) delta wypukle w sensie Schura (O8) itp., jako naturalne uogdélnienia klas funk-
cji bedacych réznicami dwdch funkeji: wypuklych w sensie Jensena, (s,t)-wypuklych,
podaddytywnych, wypuktych w sensie Schura.

Twierdzenia o podpieraniu i oddzielaniu, Scisle zwigzane z klasycznym twierdzeniem
Hahna-Banacha, maja zastosowanie w wielu dziedzinach wspotczesnej analizy funkcjo-
nalnej, geometrii wypuktej, teorii optymalizacji i ekonomii. Twierdzenia o podpieraniu
pozwalaja reprezentowaé funkcje wypukle w postaci maksimum punktowego funkcji
afinicznych, funkcje podaddytywne w postaci maksimum punktowego funkcji addy-
tywnych, za$ zbiory wypukte jako przekroje pewnych potprzestrzeni. Z odpowiedniej
wersji twierdzenia o podpieraniu mozemy wywnioskowa¢ niepusto$é¢ subgradientu dla
funkcji wypuktych oraz stynne twierdzenie Fenchela-Moreau o dualnosci, ktore znaj-
duje liczne zastosowania w teorii optymalizacji, ekonomii i matematyce finansowej.

Glownym narzedziem w dowodach twierdzen o podpieraniu jest zastosowanie od-
powiedniej wersji twierdzenia Hahna-Banacha, twierdzenia o oddzielaniu lub jednej z
uogdlnionych wersji tych twierdzen ([8], [11], [12], [18], [19], [22], [35]-[38], [58], [67], [68],
[79], [88]-[93], [105], [106], [111], [115], [116]). Przeglad wynikéw dotyczacych twierdze-
nia Hahna-Banacha zostal zawarty w rozprawie [22]. Klasyczne twierdzenie o oddziela-
niu dowiedzione przez S. Kakutaniego [57] méwi, ze dwa roztaczne i wypuktle podzbiory
rzeczywistej przestrzeni liniowej mozna przedzieli¢ potprzestrzenia, tzn. zbiorem wypu-
ktym, ktorego dopetienie jest wypukte. Twierdzenie to jest znane jako geometryczna



wersja twierdzenia Hahna-Banacha. Problem oddzielania byt intensywnie badany przez
wielu matematykéw. Klasycznym wynikiem jest twierdzenie S. Mazura i W. Orlicza
[79], ktére zostato uogélnione przez R. Kaufmanna [58], a nastepnie P. Kranza [68]. W
1978 roku G. Rodé [105] udowodnil abstrakcyjna wersje twierdzenia Hahna-Banacha,
wprowadzajac pojecie uogdlnionej wypukltosci w jezyku operacji komutujacych. Aby
zacytowaé to twierdzenie wprowadzimy kilka niezbednych pojec.

Niech X bedzie niepustym zbiorem, m € IN. Symbolem P (X) oznacza¢ bedziemy
rodzine takich par (o,s), ze 0 : X™ — X jest funkcja, ponadto istnieja sop € R oraz
takie s1,..., 8, € [0,00), ze s : R™ — TR jest funkcja afiniczna postaci:

S(Y1y vy Ym) == S0+ S1Y1 + - - - + SmYm-

Niech P(X) := UpenP™(X), II C P(X) bedzie ustalonym podzbiorem, niech 1™ :=
IINP™X), m € N. Powiemy, ze rodzina II jest komutujgca, jezeli dla dowolnych
m,n € N, (o,s) € II"™, (1,u) € II" mamy:

o(r(xy, ... xh), .. r@ o am) =7(o(xy, ..., 27, .., o(xl, .. ™)

yUn rYn n»**Irrn

dlawszelkichwg eX,i=1,...,n, j=1,...,m oraz

s(u(y%,...,yé),...,u(y{”,...,y:f)) = u(s(y%,...,y?),...,s(yé,...,yz))

dlawszelkichyfG]R,izl,...,n, j=1,...,m.

Powiemy, ze funkcja f : X — [—o0, 00) jest [I-wypukia, jezeli

flo(xy, ... xm)) < so+s1f(x1) + ..o+ Smf(@m),

dla wszelkich m € N, (o, s) € II" oraz x1,...,x, € X; f jest [l-wklesta jezeli funkcja
—f jest Il-wypukta. Jezeli f jest jednoczesnie II-wypukta i II-wklesta, to mowimy, ze
jest II-afiniczna.

Twierdzenie 3 ([105], Rodé, 1978) Niech II C P(X) bedzie rodzing komutujgcq,
f: X — IR bedzie funkcjg 11-wypukiq oraz

ML, f):={g: X — [—o00,00) | g jest [I-wklesta oraz g < f}.

Wowezas kazdy element maksymalny rodziny M (11, f) jest funkcjq I1-afiniczng.

Powyzszy wynik, wraz z uogélnieniem (patrz P. Volkmann, H. Weigel [122]), jest
jedna z najsilniejszych wersji twierdzenia Hahna-Banacha, a jego prosty dow6d mozna
znalez¢ w pracy H. Koniga [67]. Geometryczna wersja twierdzenia Rodégo zostata
wykazana przez Pélesa w pracy [93], natomiast warunki konieczne i wystarczajace na
oddzielanie dwoch funkcji odwzorowaniem II-wypuklym, II-wklestym i II-afinicznym
mozna znalezé w pracy [88].



Problem podpierania i oddzielania dla funkcji --wypuklych w sensie Wrighta

Prace (I)-(III) dotycza problemu oddzielania i podpierania funkcji t-wypuktych i
t-wklestych w sensie Wrighta oraz zastosowan uzyskanych wynikow do charakteryzacji
pewnych podklas klasy funkcji t-wypuktych w sensie Wrighta. W pracy (I) zajmu-
jemy si¢ problemem odzielania funkcji t-wypuktych i t-wklestych w sensie Wrighta i
dowodzimy twierdzenia o podpieraniu.

Twierdzenie o oddzielaniu dla funkcji t-wypuktych, a wiec, w szczegdlnosci, tak-
ze dla funkcji wypuklych w sensie Jensena, jest konsekwencja twierdzenia Rodégo.
Niestety twierdzenie Rodégo nie stosuje sie do funkcji t-wypuklych w sensie Wrigh-
ta. Nastepujace twierdzenie uogdlnia analogiczne twierdzenie dla funkcji wypuktych w
sensie Jensena (t = 1):

Twierdzenie 4 ((I), Theorem 2) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad cialem
K, przy czym Q(t) € IK C R oraz niech D C X bedzie zbiorem t-wypuklym. Jezeli
f D — IR jest funkcjg t-wypukie w sensie Wrighta, g : D — IR funkcjq t-wklestg w
sensie Wrighta oraz

9(x) < fz), zeD,

to istnieje funkcja t-afiniczna w sensie Wrighta a : D — TR spetniajgca

g(x) <alx) < f(z), xeD.

Przypomnijmy, ze funkcje a, : D — IR nazywamy funkcjq podpierajgcq funkcje
f:D — R lub podporkq funkcji f : D — IR w punkcie y € D, jezeli

(i) ay(y) = f(y),
(ii) ay(z) < f(z) dlaz e D.

Wiadomo, ze kazda funkcje t-wypukta (wypukta w sensie Jensena) mozemy pode-
prze¢ w dowolnym punkcie, bedacym punktem algebraicznie wewnetrznym dziedziny,
funkcja t-afiniczng (afiniczna w sensie Jensena). Twierdzenie to jest réwniez konsekwen-
cja wyniku Rodégo, a alternatywne dowody tego twierdzenia mozna znalez¢ w pracach
[62], [63], [70], [86]. W dowodach tych wykorzystuje sie kluczowy fakt méwiacy, ze
kazda funkcja wypukta w sensie Jensena okreslona na zbiorze algebraicznie otwartym i
przyjmujaca wartosci w zbiorze [—00, 00) jest tozsamosciowo réwna —oo lub przyjmuje
tylko wartosci rzeczywiste. Wtasnos¢ ta nie zachodzi dla funkcji t-wypuktych w sensie
Wrighta. Jak latwo sprawdzi¢, dla ¢ € (0,1) \ {3} funkcja f : R — [—00,00) dana

wzorem:
JO0 s x=x
f(a:){—oo’x?éxo

jest t-wypukta w sensie Wrighta. Dow6d twierdzenia o podpieraniu w tym przypadku
wymagal zastosowania nowej metody dowodowej. Kluczowym narzedziem okazato si¢



twierdzenie, ktore przytaczamy ponizej. Wypowiedz tego twierdzenia wymaga jednak
wprowadzenia kilku oznaczen.

Dla ustalonego punktu y € D niech D, := (2y — D) N D. Jest to najwickszy w
sensie inkluzji, symetryczny wzgledem punktu y (tzn. D, = 2y — D,)), podzbiér zbioru
D. Zbiér D, dziedziczy wypukloéé po zbiorze D. Nastepnie, rekurencyjnie definiujemy
cigg srednich M,,, N,, : D x D — D:

M(z,z) = M(x,z) .=tz + (1 —1t)z, Ni(z,2) = N(z,2) := (1 —t)z + tz,
i dalej:
M1 (z,2) := M(M,(z,2), N,(z, 2)), Nyii1(z, 2) == N(M,(x, ), Ny (z, 2)).

Oczywiscie M,,(x, z) = Ny(z,z), M,(z,z) = N,(x,x) =z, x,2 € D, n € N. Ponadto,
jezeli f: D — IR jest funkcja t-wypukta w sensie Wrighta, to dla wszelkich z,z € D
oraz n € N mamy:

fMyia (2, 2)) + f(Noga (2, 2)) < f(Mn(2, 2)) + f(Na(z, 2)).

Zatem, dla dowolnych z,z € D, istnieje granica:

lim [/ (Ma(z, 2)) + f(Na(z, 2))].

n—oo

Skoriczonos¢ powyzszej granicy odgrywa kluczowsg role w dalszych rozwazaniach.

Twierdzenie 5 ((I), Theorem 3) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem
K, przy czym Q(t) € K C R oraz niech D C X bedzie zbiorem t-wypuktym. Niech
f:D — R bedzie funkcjg t-wypukte w sensie Wrighta. Jezeli y € D oraz

(%) lim [f(M,(z,2y —x)) + f(No(z,2y — 2))] > =00 dlaz € D,,

n—oo

to funkcja Ay : D, — IR dana wzorem
3) Ay(2) = lim [f(Mo (2,29 — 7)) + f(No(w,2y — )], = € D,

jest t-afiniczna w sensie Wrighta. Jezeli ponadto y € algz'ntQ(t)(D), to wzor (3) okresla
t-afiniczng w sensie Wrighta funkcje A, : X — IR.

Dowdd tego twierdzenia zostat poprzedzony kilkoma technicznymi lematami, ktore
pozwalaja stwierdzi¢, ze funkcja A, okreslona wzorem (3) jest t-afiniczna w sensie
Wrighta.

Zauwazmy, ze jezeli f jest funkcja wypukla w sensie Jensena (t =
nego x € D, mamy:

1), to dla dowol-



co wykorzystamy w dalszych czesciach autoreferatu.
W pracy (II, Observation 1) pokazaliSmy wiecej. Mianowicie, jezeli y € al giniqy, t)(D),
to funkcja A, : X — IR dana wzorem (3) jest postaci:

Ay(x) =2f(y) +as(y —x,y —2), 2€X,

gdzie as : X x X — IR jest funkcja 2-addytywng i symetryczna. Ponadto, ponie-
waz as jest funkcjg otrzymang przez zastosowania uogdlnionej wersji twierdzenia Lajki
(Twierdzenie 2), wiec dodatkowo:

as(tx,(1 —t)x) =0 dlaz e X.

Korzystajac z twierdzenia o oddzielaniu (Twierdzenie 4) oraz Twierdzenia 5 otrzy-
mujemy nastepujace twierdzenie o podpieraniu.

Twierdzenie 6 ((I), Theorem 4) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad cialem
K, przy czym Q(t) CIK C R oraz niech D C X bedzie zbiorem t-wypuklym. Zalézmy,
ze f: D — IR jest funkcjg t-wypukiq w sensie Wrighta oraz y € D. Wowczas istnieje
t-afiniczna w sensie Wrighta funkcja podpierajgca funkcje fip, w punkcie y 5. funkcja
a, : D, — IR spetniajgca

(i) ay(y) = f(y),

(ii) ay(z) < f(z) dlax € D,,

(ili) ay(tr + (1 —1)2) + a,((1 —t)x +tz) = ay(x) + ay(2) dlaz,z € D,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(%) lim [f(M,(z,2y — x)) + f(Nu(z,2y — 2))] > —00  dlax € D,.

n—oo

Ponadto, jezeliy € algintQ(t)(D) oraz spetniony jest warunek (x), to istnieje t-afiniczna
w sensie Wrihta podpérka a, : D — IR funkcji f w punkcie y okreslona na calej
dziedzinie D.

Uwaga 1 Przyklad [74, Example] pokazuje, Ze funkcja t-wypukla w sensie Wrighta
warunku (%) spelniacé nie musi.

Z dowodu powyzszego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze funkcje podpierajaca
mozemy oszacowac z gory i z dotu w nastepujacy sposob:

Ay(x) — f(2y —z) < ay(z) < f(z), z €D,
W przypadku funkcji wypuktych w sensie Jensena otrzymujemy wiec oszacowanie:
2f(y) — f(2y — ) < ay(z) < f(z), z €D,

10



Powyzsze oszacowanie jest bardzo uzyteczne, w szczegdlnosci, jezeli f jest funkcja ogra-
niczong na zbiorze D,, to funkcja podpierajaca a, dziedziczy te wlasnosc.

Kolejne twierdzenie podaje warunki réwnowazne istnieniu podpérki w danym punk-
cie, dla funkcji okreslonych na zbiorach Q(t)-algebraicznie otwartych. Okazuje sie, ze
istnienie funkcji podpierajacej w jednym punkcie gwarantuje jej istnienie w dowolnym
punkcie.

Twierdzenie 7 ((I), Theorem 5) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad cialem
K, przy czym Q(t) C IK C R, niech D C X bedzie zbiorem t-wypuklym i Q(t)-
algebraicznie otwartym. Niech, ponadto f : D — IR bedzie funkcjg t-wypukle w sensie
Wrighta. Woéwczas nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(i) istnieje taki punkt y € D, Ze

(%) lim [f (M (2, 2y — x)) + f(Na(2,2y — 2))] > —00, 2 € Dy;

(i) ustnieje funkcja t-wklesta w sensie Wrighta g : D — R o tej wlasnosci, ze
g(x) < f(z), zeD

(iii) dla dowolnego punktu y € D spelniony jest warunek (x);

(iv) w dowolnym punkcie y € D istnieje t-afiniczna w sensie Wrighta podpdrka funkcji

f.

Twierdzenia o oddzielaniu i podpieraniu maja wiele konsekwencji. W pracy (II)
podajemy zastosowania dowiedzionych twierdzen do charakteryzacji pewnych podklas
klasy wszystkich funkcji t-wypuktych w sensie Wrighta. W pracy [66] Maksa, Niko-
dem i Pales podali algebraiczne warunki (zalezne od algebraicznych wlasnosci liczby
t € (0,1)), ktore implikuja, ze funkcja t-wypukla w sensie Wrighta jest wypukta w
sensie Jensena. Nastepujace twierdzenie podaje topologiczne warunki konieczne i wy-
starczajace na to, aby funkcja t-wypukta w sensie Wrighta byta wypukla w sensie
Jensena.

Twierdzenie 8 ((II), Theorem 5) Niech X bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem
K, przy czym Q(t) C K C IR, niech D C X bedzie zbiorem Q(t)-wypukiym i Q(t)-
algebraicznie otwartym, f : D — IR funkcjq t-wypuklq w sensie Wrighta. Wowczas f
jest funkcjg wypukle w sensie Jensena wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego punktu
y € D ustnieje taki zbior U, C D symetryczny wzgledem y, ze y € algim‘Q(t)(Uy) oraz
funkcja

Uz — flx)+ f(2y — 2)

jest ograniczona z dotu.
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Oczywiscie kazda funkcja lokalnie ograniczona z dotu spelia powyzszy warunek. W
przestrzeniach lokalnie wypuktych prawdziwe jest ogdlniejsze twierdzenie:

Twierdzenie 9 ((II), Theorem 9) Niech D bedzie wypuklym i otwartym podzbio-
rem lokalnie wypuktej, rzeczywistej przestrzeni liniowo-topologicznej oraz niech f : D —
R bedzie funkcjq t-wypuklq w sensie Wrighta. Jezeli funkcja f jest ograniczona z dotu
na pewnym otoczeniu punktu xo € D, to f jest wypukla w sensie Jensena.

Ponizsze twierdzenie i wniosek podaja kolejne warunki konieczne i wystarczajace
na wypukto$¢ w sensie Jensena funkcji t-wypuktej w sensie Wrighta.

Twierdzenie 10 ((II), Theorem 6) Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad cia-
tem IK, przy czym Q(t) € IK C R, niech D C X bedzie zbiorem Q(t)-wypuktym i
Q(t)-algebraicznie otwartym, f : D — IR funkcjg t-wypukle w sensie Wrighta. Wow-
czas [ jest funkcjg wypukle w sensie Jensena wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
funkcja ® : D — IR, Ze

@(x;—y) < flz)+ fly) dlax,ye D.
Whniosek 1 ((IT), Corollary 1) Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K,
przy czym Q(t) C IK C R, niech D C X bedzie zbiorem Q(t)-wypukiym i Q(t)-
algebraicznie otwartym, f : D — IR funkcjq t-wypuklq w sensie Wrighta. Wowczas f
jest funkcjg wypukiq w sensie Jensena wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka wypukta w
sensie Jensena funkcja g : D — IR, Ze

g(x) < f(z), x€D.

Ciekawym i waznym jest, ze funkcja f wystepujaca w Twierdzeniu 9, Twierdzeniu
10 oraz we Wniosku 1 nie musi by¢ t-wypukta. Odpowiedni przyktad znajdziemy w
omawianej pracy (II).

Kolejne twierdzenie orzeka, ze warunek (x) w istocie charakteryzuje pewna wazna
podklase klasy funkcji t-wypuktych w sensie Wrighta:

Twierdzenie 11 ((II), Theorem 10) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad cia-
tem IK, przy czym Q(t) C IK C R, niech D C X bedzie zbiorem Q(t)-wypuktym i
Q(t)-algebraicznie otwartym, f : D — R funkcjg t-wypukle w sensie Wrighta. Wowczas
1stnieje takt punkt y € D, zZe

(%) dim [f(My(2,2y — x)) + f(No(2, 2y —x))] > —00  dla kazdego x € D,

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
f(@) =a(z)+g(x), zeD,

gdziea : D — IR jest funkcjq t-afiniczng w sensie Wrighta, g : D — IR funkcjg wypukiq
w sensie Jensena.
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Korzystajac z twierdzenia o oddzielaniu (Twierdzenie 4) otrzymujemy nastepujace
twierdzenie o majoryzacji:

Twierdzenie 12 ((II), Theorem 11) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad cia-
tem IK, przy czym Q(t) C IK C IR, niech D C X bedzie zbiorem Q(t)-wypuktym i Q(t)-
algebraicznie otwartym, f : D — IR funkcjq t-wypukle w sensie Wrighta, g : D — IR
funkcjq t-wklestq w sensie Wrighta. Jezeli

g(x) < f(x), dlaz e D,

to istniejg: funkcja wypukla w sensie Jensena F' : D — IR, funkcja wklesta w sensie
Jensena G : D — IR oraz funkcja t-afiniczna w sensie Wrighta a : D — IR takie, zZe

f(z) =a(z) + F(x), g(z) =a(x) +G(z), zeD.

Nastepne twierdzenie z pracy (II) podaje warunki konieczne i wystarczajace na to
aby funkcja t-wypukta w sensie Wrighta byta wypukta w sensie Wrighta.

Twierdzenie 13 ((II), Theorem 12) Niech D bedzie wypuklym i algebraicznie otwar-
tym podzbiorem rzeczywistej przestrzeni lintowej X oraz niech f: D — IR bedzie funk-
cjq t-wypukle w sensie Wrighta. Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) f jest funkcjq wypukle w sensie Wrighta;
(i) ustniejg: funkcja addytywna a : X — IR oraz funkcja wypukla w: D — R, Ze

f(x) = a(z) + w(x), = eD;

(iii) dla dowolnych x,y € D:

Oé—>§ 2

lim [ (a0 + (1= a)y) + £((1 = a)o + ay) = 2 (5 2);
(iv) istnieje taka funkcja ® : D — [0,00), Ze

AV A O+ (= N+ (= N+ ) <o),

2
m,yGD )\zye(oa%) )\e(%—)\zyyé‘i‘)\zy)

Powyzsze twierdzenie dostarcza réwniez kolejnych argumentow do rozwazania wpro-
wadzonej przez Kominka [66] podklasy Wy klasy funkcji t-wypuktych w sensie Wrighta
okreslonej nastepujaco:

Wo:={f:D—R:f=a+g, gdzie a: X — R jest funkcja addytywna,
g: D — IR funkcja wypuktla i ciagla}.

Oczywiscie, jezeli D jest wypuklym i otwartym podzbiorem przestrzeni skonczenie
wymiarowej, to klasa W, pokrywa sie z klasg funkcji wypuklych w sensie Wrighta,
natomiast w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych klasa ta jest istotnie mniejsza.
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Twierdzenie 14 ((II), Theorem 13) Niech D bedzie wypuktym i algebraicznie otwar-
tym podzbiorem rzeczywistej przestrzeni liniowo-topologicznej X oraz niech f : D — IR
bedzie funkcjq t-wypukle w sensie Wrighta. Wowczas nastepujgce warunki sq rowno-
wazne:

(1) f € Wo,’
(i) ustnieje taki punkty € D, Ze

lim[f(z) + f(2y — 2)] = 2/ (y);
(iii) ustnieje punkt y € D i takie symetryczne wzgledem niego jego otoczenie * U, C X,
ze funkcja
UyND>a— f()+ f(2y —2)

jest ograniczona.

W pracy (III) rozpatrujemy analogiczne problemy jak w pracach (I) oraz (II) dla
funkcji t-wypuklych w sensie Wrighta okreslonych na calej przestrzeni. Zatozenie, ze
dziedzing rozpatrywanych funkcji jest cata przestrzen jest istotne i w wiekszosci twier-
dzen nie mozna go pominaé. Zauwazmy, ze jezeli t # %, to funkcja f : X — IR jest
t-wypukta w sensie Wrighta wtedy i tylko wtedy, gdy

¢ 1+t 1—+t ¢
< .
f@)+ fly) f<2t—1m+2t—1y>+f<2t—1x+2t—1y) dlaz,yeX

W catej pracy (III) zaktadamy, ze ¢t # % Pomimo uzycia tam analogicznych metod jak
w pracach (I) oraz (IT), wyniki w niej zawarte sa na tyle zaskakujace i nieoczekiwane,
ze warto je tu przytoczy¢. Rozpocznijmy od nastepujacego twierdzenia o oddzielaniu:

Twierdzenie 15 ((III), Theorem 2) Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad cia-
tem K, przy czym Q(t) C K C IR, niech f: X — R bedzie funkcjg t-wypukle w sensie
Wrighta, a g : D — IR funkcjg t-wklestq w sensie Wrighta. Jezeli

flz) <glz), zelX,
to istnieje taka funkcja t-afiniczna w sensie Wrighta a : X — IR, Ze

flz) <alx) <g(zr) dlazeX.

Mozna pokazaé (stosujac np. Theorem 7.1 z pracy [62]), ze w przypadku gdy f, —g
sa funkcjami wypuklymi w sensie Jensena, okreslonymi na calej przestrzeni liniowej
(nad ciatem liczb rzeczywistych), to nieréwnosé¢ f < g implikuje, ze f i g sa funkcjami

’Do pracy (II) wkradt si¢ blad drukarski, wystepuje w niej zalozenie y € algintg (U, ), cho¢ dowod
byt przeprowadzony dla zbioru U, otwartego w przestrzeni X.

14



afinicznymi w sensie Jensena roéznigcymi si¢ o stata.

Analogicznie jak poprzednio definiujemy rekurencyjnie cigg odwzorowan K,, L, :
X x X — X wzorami:
t t—1 t—1 t

Ki(z,z) = K(z,2) = 2t—1$+ 5 — 1% Li(z,2) = L(z,2) = 2t—1x+ 5 — 1%

i dalej:
Kpi(z, 2) = K(K,(z,2), Lp(z, 2)), Lpii(z,2) = L(K,(z,2), Ly,(x, 2)).

Oczywiscie K,(x,z) = Ly(z,z), Ky(x,x) = Ly(z,z) = z dla z,z € X, n € N.
Ponadto, jezeli f : X — IR jest funkcja t-wypukla w sensie Wrighta, to dla wszelkich
x,z € X oraz n € N spekliona jest nieréwnosé

F(En(z,2)) + f(Ln(2, 2)) < f(Knpa (2, 2)) + f(Lnia (2, 2)).

Tym razem otrzymujemy istnienie granicy

lim [f(Kn(JZ', Z)) + f(Ln(xa Z))],

n—oo

dla dowolnych z,z € X, a nastepujace twierdzenie mozemy interpretowac¢ jako twier-
dzenie o podpieraniu dla funkcji t-wklestych w sensie Wrighta.

Twierdzenie 16 ((III), Theorem 5) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad cia-
tem IK, przy czym Q(t) € IK C R oraz niech f : X — R bedzie funkcjg t-wypukiq
w sensie Wrighta (t # %), y € X. Wowczas istnieje taka funkcja t-afiniczna w sensie
Wrighta a, : X — IR, Ze

ay) = fly)  omz  flz) <aya), zEX

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

() dim [f(Kn(z, 2y — 2)) + f(Ln(z,2y — x))] <00, z€X.

W przypadku, gdy f jest funkcja wypukta w sensie Jensena, istnienie funkcji afinicz-
nej w sensie Jensena a, : X — IR spelniajacej f(y) = a,(y), f(z) < ay(z), v € X jest
mozliwe tylko w przypadku gdy f jest funkcjg afiniczng w sensie Jensena, ale woéwczas
twierdzenie to jest trywialne. Istnieja natomiast funkcje t-wypukle w sensie Wrighta
speliajace warunek (¢), ktére nie sa funkcjami t-afinicznymi w sensie Wrighta. Wta-
snos¢ te posiada np. wspomniana funkcja skonstruowana przez Makse, Nikodema i
Palesa w pracy [74]. Oczywiscie kazda taka funkcja musi by¢ nieciagla w dowolnym
punkcie.

Dwa warunki réwnowazne warunkowi (¢) podaje nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 17 ((III), Theorem 6) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad cia-
tem K, przy czym Q(t) C IK C IR oraz niech f: X — R bedzie funkcjg t-wypukie w
sensie Wrighta. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne

(a) istnieje punkt y € X o tej wlasnosci, ze

lim [f(K,(z,2y —x)) + f(L,(z,2y — x))] < oo dla z € X

(b) istnieje taka t-wklesta w sensie Wrighta funkcja g : X — IR, Ze
f(z) < g(z) dlazxeX;
(¢) dla dowolnego y € X mamy

dim [f(Kn(2,2y — ) + f(Ln(2,2y — 2))] <00 dlax e X.

Nastepne twierdzenie podaje warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dowolna
funkcja t-wypukta w sensie Wrighta byta wklesta w sensie Jensena. Przyktad podany
przez Makse, Nikodema i Pélesa pokazuje, ze takie funkcje istnieja i maja patologiczne
wtasnosci.

Twierdzenie 18 ((III), Theorem 7) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad cia-
tem K, przy czym Q(t) C IK C IR oraz niech f: X — R bedzie funkcjg t-wypukie w
sensie Wrighta. Wowczas f jest funkcjq wklestq w sensie Jensena wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka funkcja W : X — IR, Ze

r+vy

s+ s <v(5Y), wyex

Jako wniosek z powyzszego twierdzenia oraz z Twierdzenia 9 otrzymujemy warunki

konieczne i wystarczajace na to, aby funkcja t-wypukta w sensie Wrighta byta afiniczna
w sensie Jensena.

Twierdzenie 19 ((III), Theorem 8) Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad cia-
tem IK, przy czym Q(t) € IK C R oraz niech f : X — R bedzie funkcjg t-wypukiq
w sensie Wrighta. Wowczas f jest funkcjg afiniczng w sensie Jensena wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taka funkcja G : X — R, Ze

r+y

@)+ fwl <6(5Y), myex.

W szczegélnosci z Twierdzenia 18 wynika nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 20 ((III), Theorem 9) Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad cia-

tem K, przy czym Q(t) C IK C IR oraz niech f: X — R bedzie funkcjg t-wypukie w
sensie Wrighta. Jezeli [ jest ograniczona z gory, to jest wklesta w sensie Jensena.
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Widzimy wiec, ze wklesto$¢ w sensie Jensena nieciggtej funkceji t-wypuktej w sensie
Wrighta, ograniczonej z géry na catej prostej w przyktadzie podanym przez Makse,
Nikodema i Palesa, cho¢ zaskakuje, jest w istocie zachowaniem normalnym dla funkcji
okreslonych na catej przestrzeni. Wobec powyzszego twierdzenia wystarczyto wskazac
dowolna funkcje t-wypukta w sensie Wrighta, nieciagta i ograniczona z géry na calej
przestrzeni.

7, dowodu powyzszego twierdzenia wnioskujemy, ze ograniczono$¢ z gory funkeji
f wystarczy postulowaé intuicyjnie "daleko”. W przypadku, gdy X jest przestrzenia
liniowo-topologiczna, wystarczy zaktadac¢, ze f jest ograniczona z gory poza pewnym
wlasciwym otoczeniem zera.

Réwniez warunek (¢) charakteryzuje pewna podklase klasy funkeji t-wypuktych w
sensie Wrighta okreslonych na catej przestrzeni. Méwi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 21 Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem IK, przy czym Q(t) C
K C IR oraz niech f : X — R bedzie funkcjg t-wypuktq w sensie Wrighta. Wowczas f
spetnia warunek (o), tj.

lim [f(K,(z,2y — x)) + f(Ln(x, 2y — 2))] < 00, € X,

n—oo

wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest postaci
f(z) =a(z) +g(zx), zeX,

gdzie a : X — IR jest funkcjq t-afiniczng w sensie Wrighta, a g : X — IR funkcjg
wklestq w sensie Jensena.

Ostatnia charakteryzacja dotyczy funkcji t-wypuktych w sensie Wrighta, ktore sg
majoryzowane przez funkcje t-wkleste w sensie Wrighta.

Twierdzenie 22 Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem IK, przy czym Q(t) C
K C IR oraz niech f,—g : X — R bedq funkcjami t-wypuklymi w sensie Wrighta. Jezeli

f(z) <g(x) dlazxelX,

to istniejg wkleste w sensie Jensena funkcje F, —G : X — R i taka t-afiniczna w sensie
Wrighta funkcja a : X — IR, Ze

f(z) =a(x) + F(x), g(x) =a(z)+G(z), ze€X.
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Odpowiednik twierdzenia typu Kranza dla odwzorowan delta-podaddytywnych

W pracy (IV) rozpatrujemy problemy oddzielania i podpierania dla odwzorowan
delta-poddaddytywnych i delta-naddaddytywnych. Odworowania delta-poddaddytywne
jako pierwszy rozwazal Ger w pracy [40]. Omawiana praca (IV) zawiera czesciowe
uogolnienia wynikéw uzyskanych przez Kranza [68] oraz Z. Gajde i Kominka [37].

Zaktadamy, ze (Y, ||-||) jest rzeczywista przestrzenia Banacha, (S, -) pétgrupa stabo

przemiennag, tzn. potgrupa spetniajaca warunek:
AV (@ =2y
z,yeS neN

Potegi postaci z2" definiujemy rekurencyjnie: 22 = z, 22" = 22" - 22", Pojecie stabej
przemiennosci wprowadzit Jozef Tabor [114]. Oczywiscie kazda pdtgrupa przemienna
jest stabo przemienna, ale istniejg potgrupy, a nawet grupy nieprzemienne spetniajace
powyzszy warunek.

Definicja 2 Niech (5, ) bedzie pétgrupa. Odwzorowanie F': S — Y nazywamy delta-
podaddytywnym z kontrolna funkcja f : S — IR (co zapisujemy kréotko (F, f) € Dg(.9)),
jeseli

[1F(z) + Fy) = Fz-y)l| < fe) + fly) = flz-y), zyeS.

W przypadku gdy (—F, —f) € D4(S) méwimy, ze F jest delta-nadaddytywna z kontro-
Ing funkcja f.

Latwo sprawdzié, ze jezeli (F, f), (—F, —f) € Ds(S), to odwzorowania F'i f musza by¢
addytywne.

Klasyczne twierdzenie o oddzielaniu otrzymane przez Kranza ma nastepujaca po-
stac:

Twierdzenie 23 ([68], Kranz, 1972) Niech (S,-) bedzie pélgrupg przemienng, f :
S — R funkcjg podaddytywng, tzn.

g: S — IR funkcjg nadaddytywng, tj.
g(@-y) > g(x)+9(y) dlaz,yeS

oraz
g(x) < f(z) dlax e S.

Wowczas istnieje taka funkcja addytywna a : S — R, Ze

g(x) <a(zr) < f(x) dlaxe€S.
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Dla rzeczywistej przestrzeni unormowanej (Y, || - ||) rozpatrzmy przestrzen liniowa
Y = Y x R z dziataniami dodawania i mnozenia przez skalary po wspétrzednych.
Przypomnijmy, ze dla ustalonej liczby € > 0 zbior postaci:

K.:={(z,) €Y : e|z]| <t}

nazywamy stozkiem Lorentza. Stozek ten indukuje w Y czeéciowy porzadek, w naste-
pujacy sposob:
(z1,t1) Sk, (22, t2) & ellze — 21| < tp — 1y

Porzadek ten jest zgodny ze struktura liniowa przestrzeni Y, tzn.

e r =k y=r+z2z=3k.y+z dazyzeY,
oz =x.y=ar k. ay daz,yeY, a>0.

Zauwazmy, ze okreslajac dla danych funkcji F': S — Y oraz f : S — IR odwzorowanie
F:S — Y wzorem:

F(z) = (F(z), f(z)), €S,

mozemy przepisa¢ nierownos¢ definiujaca delta-podaddytywno$é odwzorowania F' z
kontrolng funkcja f w postaci:

Flz-y) 2k, Flo) + Fly), zyeb,

gdzie K1 = {(z,t) € Y : ||| < t}. Uwaga ta pokazuje, ze odwzorowania delta-
podaddytywne uogolniaja odwzorowania podaddytywne przez zastapienie klasycznej
nierownosci relacja czesciowego porzadku indukowanego przez stozek Lorentza. Kla-
syczne wyniki dotyczace funkcji podaddytywnych otrzymujemy ktadac F' = 0. Dla
odwzorowan delta-podaddytywnych zachodzi nastepujaca wersja twierdzenia o oddzie-
laniu:

Twierdzenie 24 ((IV), Theorem 1) Niech (S,-) bedzie polgrupg stabo przemienng,
(Y, || - |l) rzeczywistq przestrzenig Banacha. Zalézmy ponadto, ze F' : S — Y jest
odwzorowaniem delta-podaddytywnym z kontrolng funkcjg f : S - R, a G: S — Y
odwzorowaniem delta-nadaddytywnym z kontrolng funkcjq g : S — R. Jezeli

(G,g) 2k, (F, f), tzn
|F(z) = G(2)|| < f(z) —g(z), z€S,

oraz
sup{f(z) —g(z) : v € S} < oo,
to istniejq jedyne funkcje addytywne A: S —Y oraza: S — R spelniajgce

(G(2), 9(x)) 2k (Al2), al2)) 2k, (F(2), f(2)), =€
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Twierdzenie powyzsze uogélnia Twierdzenie 1 z pracy Gajdy i Kominka [37]. Sto-
sujac to twierdzenie otrzymaliSmy bardzo prosty dowdd nastepujacego twierdzenia o
stabilnosci w sensie Hyersa-Ulama dla réwnania Cauchy’ego:

Twierdzenie 25 ((IV), Corollary 2) Niech (S,-) bedzie polgrupg stabo przemienng,
(Y, || - ||) rzeczywistq przestrzeniq Banacha. Wowczas, jesli F' - S — 'Y jest odwzorowa-
niem e-addytywnym, tzn.

|F(z)+ F(y)— F(z-y)| <e¢ dlazeS,
gdzie € > 0, to istnieje doktadnie jedna taka funkcja addytyuwna A:S —Y, Ze

|F(z) — A(z)|| <e dlazebs.

Problem stabilnosci zostat sformutowany przez S. Ulama w 1940 roku, ktory pytat,
czy jesli zaburzymy réownanie Cauchy’ego, tzn. bedziemy postulowaé jego spelnienie
przez dang funkcje z pewna dokladnoscia, to czy istnieje rozwigzanie rownania Cau-
chy’ego jednostajnie bliskie tej funkcji? Pozytywne rozwiazanie problemu Ulama dla
funkcji przeprowadzajacych jedng przestrzen Banacha w druga jako pierwszy podat
niecaly rok po sformutowaniu problemu D. H. Hyers [50].

Warunki konieczne i wystarczajace istnienia w ustalonym punkcie funkcji podpie-
rajacej dowiedlismy dla odwzorowan okreslonych na abelowych grupach jednoznacznie
podzielnych przez dwa. Grupa abelowa (G,+) jest jednoznacznie podzielna przez 2,
jezeli dla dowolnego = € G istnieje jedyny taki element y € G, ze 2y = x; element ten
oznaczamy symbolem %x Korzystajac z twierdzenia o podpieraniu dowiedzionego w
pracy (O7) (zobacz cze$é 5 na str. 30) otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 26 ((IV), Theorem 3) Niech (X, +) bedzie abelowq grupg jednoznacz-
nie podzielng przez 2, a (Y, || - ||) rzeczywistq przestrzeniq Banacha. Niech F: X —Y
bedzie odwzorowaniem delta-podaddytywnym z kontrolng funkcje f : X — IR oraz
y € X. Wowczas istniejq takie funkcje addytywne A, : X —Y ia,: X — 1R, Ze

|F(x) — Ay(z)]| < f(x) —ay(z) dlaze X,

oraz

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
f")=nf(y) dlaneN.

Twierdzenie o podpieraniu dla funkcji podliniowych okreslonych na prostej rze-
czywistej zostalo dowiedzione przez E. Berza w pracy [15]. Analogiczny wynik dla
rzeczywistych funkcji podaddytywnych i N-jednorodnych okreslonych na potgrupach
stabo przemiennych otrzymali Gajda i Kominek w [37].
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Twierdzenie o podpieraniu dla uogdlnionej wypuklosci

W literaturze mozna znalezé wiele uogdlnien pojecia t-wypuktosci, wypuktosci w
sensie Jensena i wypuktosci, ktore polegajg na zaburzeniu prawej strony nieroéwno-
Sci przy niezmienionej lewej stronie (np. pojecie aproksymatywnej wypuklosci, silnej
wypuktosei, delta wypuktosci, wypuktosci w sensie Wrighta i wiele innych). W pracy
(V) zaproponowalismy rozwazanie ogélniejszej rodziny funkcji, ktéra zawiera tego typu
klasy odwzorowan.

Niech D bedzie t-wypuklym (wypuklym) podzbiorem rzeczywistej przestrzeni li-
niowej, a w : D x D x [0, 1] — TR dana funkcja. Dla ustalonej liczby ¢ € [0, 1] powiemy,
ze funkcja f: D — 1R jest

(w, t)-wypukla, jezeli
(4) flz+ 1 =t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y) +w(z,yt) dazyeD;
(w, t)-wklgsta, jezeli

tflx)+(1—-t)fly) +w(z,y,t) < flte+ (1 —t)y) dlaz,ye D;
(w, t)-afiniczna, jezeli

tf(x)+ (1=t f(y) +w(z,y,t)= ftx+ (1 —-t)y) dlax,ye D.

Jezeli powyzsze nieréwnosci sa spelnione dla wszelkich ¢ € [0, 1], to funkcje f nazywamy
odpowiednio w-wypuklq, w-wklestq, w-afiniczng. Pojecie w-wypuktosci jest wspolnym
uogolnieniem pojecia wypuktosci, silnej wypuktosci, aproksymatywnej wypuklosci, del-
ta wypuktosci i wielu innych. Wspomniane klasy funkcji byty intensywnie badane przez
wielu matematykow, zobacz np.: [10], [51], [96], [97], [107], [113], [120], [125]. I tak:

e w =0 : dla wypuktosci,
o w(z,y,t) = —ct(l —t)||z —y||*, ¢>0: dla silnej wypuklosci,

(z,y,t) =

o w(z,y,t) =—||tF(z)+ (1 —t)F(y) — F(tz + (1 — t)y)| : dla delta wypuklosci,

( t)=(1—t)f(x)+tf(y)— f((1—t)x+ty) : dla wypuklosci w sensie Wrighta.

°w =c|lz —y||”, ¢> 0,7 > 0: dla aproksymatywnej wypuktosci,

o w(x,y,

Bez zadnych dodatkowych zatozen na funkcje w nic nie mozna powiedzieé¢ o funkcji
f. Istotnie, dowolna funkcja f : D — IR jest (w,t)-afiniczna, a wiec w szczegdlnosci
(w,t)-wypukta i (w,t)-wklesta, z nastepujaca funkcja w:

w(z,y,t) = ftr + (1 —t)y) —tf(x) = (1= t)f(y).

Gléwnym wynikiem pracy (V) jest twierdzenie, podajace warunki konieczne i wy-
starczajace na w, gwarantujace istnienie (w,t)-afinicznej podpérki w punkcie.
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Twierdzenie 27 ((V), Theorem 3) Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad cia-
tem K, przy czym Q(t) € IK C R, D niech bedzie zbiorem t-wypuklym oraz y €
algz'm‘Q(t)(D). Zalozmy, ze f: D — R jest funkcjo (w,t)-wypukla, gdzie w : D x D X
[0,1] — TR. Wéwczas w punkcie y istnieje taka (w,t)-afiniczna funkcja podpierajgca
ay : D — R, ze f — a, jest funkcjq t-wypukle wtedy 1 tylko wtedy, gdy funkcja w dla
wszelkich u,v,x,z € D oraz s € {t,1 —t} spelnia warunki:

(a) w(y,y,t) =0,
b)w(x, z,t) =w(z,z,1 —1t),
(©) w(u,z,8)+ (1 —s)w(v,z,s) —w(su+ (1 —s)v, z, )
< sw(u,v,8) —w(su+ (1 —s)z, 50+ (1 —s;7)z,5).

Dla funkcji w-wypuktych twierdzenie przyjmuje postac:

Twierdzenie 28 ((V), Theorem 5) Niech D bedzie wypuklym podzbiorem rzeczy-
wistej przestrzeni liniowej oraz y € algint(D). Zalézmy, Ze f: D — R jest funkcjg
w-wypukiq, gdziew : Dx Dx[0,1] — IR. Wéwczas w punkcie y istnieje taka w-afiniczna
funkcja podpierajgca a, : D — IR, Ze f — a, jest funkcjg wypukte wtedy @ tylko wtedy,
gdy funkcja w dla wszelkich u,v,x,z € D oraz s,t € |0, 1] spetnia warunki:

) wlpp.t) =0,
(i) w(z, 2, t) =w(z,x,1 —1),
(i) sw(u, z,t) + (1 — s)w(v, z,t) —w(su+ (1 — s)v, 2, t)

<tw(u,v,s) —w(tu+ (1 —t)z, tv+ (1 —;)z, s).

Okazuje sie, ze istnienie (w, t)-afinicznej (w-afinicznej) podpérki w dowolnym punk-
cie charakteryzuje funkcje (w,t)-wypukle (w-wypukle), a wiec podobnie jak w przy-
padku funkcji wypuktych, funkcja ma (w,t)-afiniczna (w-afiniczna) podpérke w kaz-
dym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy jest (w,t)-wypuklta (w-wypukta). Stad kazda
funkcja (w,t)-wypukta (w-wypukta) jest réwna punktowemu supremum funkeji (w, t)-
afinicznych (w-afinicznych) lezacych pod nia.

Jako konsekwencje twierdzen o podpieraniu otrzymujemy nastepujace twierdzenie
o reprezentacji utrzymane w duchu twierdzenia C. T. Ng [81]:

Twierdzenie 29 ((V), Theorem 7) Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem
K, przy czym Q(t) C IK C R (rzeczywistq przestrzeniq liniowq), niech D bedzie takim
zbiorem t-wypuklym (wypuklym), Ze algint(Q(t)(D) # 0 (algint(D) # 0). Zaléimy, ze
f: D — R jest funkcjg (w, t)-wypukle (w-wypukle), aw : Dx Dx|0,1] — IR. Wéwczas
istniejq: funkcja t-wypukla (wypukta) h : D — R oraz (w,t)-afiniczna (w-afiniczna)
a:D— 1R, zZe
f(x) =a(x) + h(x) dlax e D,

wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego punktu y € algint(Q(t)(D) (y € algint(D)) spel-
nione sq warunki (a)-(c) ((i)-(iii)).
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Bezposrednig konsekwencja powyzszego twierdzenia jest nastepujacy wynik:

Twierdzenie 30 ((V), Theorem 8) Niech X i D bedq jak w poprzednim twierdze-
niu, f : D — IR niech bedzie funkcjq (w,t)-wypukle (w-wypukle), a w : D x D X
[0,1] — R spetnia warunki (a)-(c) ((i)-(iii)) dla pewnego punktu y € algz'm‘Q(t)(D)
(y € algint(D)). Jezeli

w(z,z,t) >0 dla z,z € D (w(z,2,t) 20 dlax,z € D, tel0,1]),

to f jest funkcjq delta t-wypuklq (delta-wypuklq), czyli istniejg takie funkcje t-wypukle
(wypukte) g,h - D — IR, Ze

f(x) =g(z) — h(x), x€D.

Jezeli D jest wypuklym podzbiorem rzeczywistej przestrzeni unitarnej, to funkcja
w: D x D x[0,1] - R dana wzorem:

w(z,y,t) = ct(l —t)]z -yl

spelia warunki (a)-(c) oraz (i)-(iii). Zatem stosujac gtéwne wyniki pracy (V) ja-
ko bezposrednie wnioski otrzymujemy twierdzenia o podpieraniu dla funkcji silnie t-
wypuktych (silnie wypuktych) oraz funkeji aproksymatywnie t-wypuktych (aproksyma-
tywnie wypuklych) (dla v = 2). Stosowne twierdzenie dla funkcji silnie 3-wypuktych
zostato dowiedzione w pracy [10].

Kolejnym zastosowaniem gtéwnych wynikéw pracy (V) jest nastepujace twierdze-
nie, ktore podaje warunki konieczne i wystarczajace na to, aby norma pochodzita od
iloczynu skalarnego.

Twierdzenie 31 ((V), Theorem 14) Niech (X, ||-||) bedzie rzeczywistq przestrzenig
unormowang. Wowczas nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

() odwzorowanie w : D x D x [0,1] — IR dane wzorem
wlz,y,t) = ct(l —t)lz —yl*, 2yeX

spetnia dla pewnych ¢ > 0 oraz t € (0,1) nieréwnosci (¢) Twierdzenia 27;
(B) istniejg liczba t € (0,1) oraz taka funkcja g : X — R, Ze

lz —y|* = tg(z) + (1 — t)g(y) — g(ta + (1 —t)y) dlaz,y € X;

(v) (X, ]| - |I) jest przestrzeniq unitarng.
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Najbardziej znanym wynikiem tego typu jest twierdzenie P. Jordana i J. von Neumana
[56], ktore orzeka, ze przestrzen unormowana jest przestrzenia unitarna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spelniona tozsamos¢ rownolegtoboku, tj.

Iz + yll* + llo — ylI* = 2[|z]I* + 2lly[I*  dla 2,y € X.

Przeglad analogicznych rezultatéw mozna znalezé np. w monografii D. Amira [7] (zo-
bacz takze [6]).

Ostatnie zastosowanie Twierdzenia 27 pokazuje, ze nie dla wszystkich funkcji w
istnieja rozwiazania nieréwnosci (4). Mianowicie

Twierdzenie 32 ((V), Theorem 15) Niech (X, ||-||) bedzie rzeczywistq przestrzenig
unormowang, t € (0,1), ¢ > 0. Wowczas nie istnieje funkcja f : X — IR spelniajgca
nierownosc

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 =1)f(y) —clle —yl| dlaz,yeX.

Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha i twierdzenia o podpiera-
niu

Praca (VI) wspélna z Zsoltem Pdlesem powstala w gléwnej mierze podczas po-
bytu na stazu naukowym w Uniwersytecie w Debreczynie. Celem pracy bylo dowie-
dzenie twierdzenia o podpieraniu dla mozliwie szerokiej klasy odwzorowan okreslo-
nych na abstrakcyjnych strukturach i przyjmujacych wartosci w strukturach czesciowo-
uporzadkowanych. Bezposrednie motywacje do prowadzenia tych badan zawiera praca
(O7) (zobacz czesé b, na str. 30).

Poniewaz dziedzinami rozpatrywanych odwzorowan sa ogolne struktury algebra-
iczne, w pierwszej czesci pracy wprowadzamy intuicyjne pojecie wypuktosci zbioru i
punktéw ekstremalnych dla podzbiorow danego zbioru bez struktury liniowej. Niech I"
oraz X beda niepustymi zbiorami, n : ' — N dang funkcja. Zatézmy, ze mamy dana
rodzine w operacji okreslonych na zbiorze X:

w={w,: X" - X |~yecT}.

Powiemy, ze zbior F C X jest w-wypukty, jesli
w,(E")C E dlayeTl.
Zbior E C X jest w-ekstremalny, jezeli

w;'(E) C E" dlayel.

v
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Punkt p € X nazywamy w-ekstremalnym, jezeli zbiér {p} jest w-ekstremalny. Latwo
sprawdzié, ze przekréj dowolnej rodziny zbioréw w-wypuklych (w-ekstremalnych) jest
zbiorem w-wypuklym (w-ekstermalnym), co pozwala dla zbioru A okresli¢ jego w-
wypukla (w-ekstremalna) otoczke jako najmniejszy w sensie inkluzji zbiér w-wypukty
(w-ekstremalny) zawierajacy A. Oznaczamy ja symbolem conv,,(A) (ext,(A)).

Pojecie w-ekstremalnej otoczki pozwolito na zdefiniowanie odpowiednika relatyw-
nego wnetrza i brzegu zbioru w nastepujacy sposob:

Definicja 3 Méwimy, ze punkt p € X jest punktem w-wewnetrznym zbioru X, je-
zeli ext,,({p}) = X. Zbioér wszystkich w-wewnetrznych punktéw zbioru X nazywamy
w-wnetrzem zbioru X i oznaczamy symbolem int,(X). Dopelnienie zbioru int,,(X)
nazywamy w-brzegiem zbioru X i oznaczamy symbolem:

Ow(X) := X \ int,(X).

Uogolnienia twierdzenia Hahna-Banacha na odwzorowania przyjmujace wartosci
w zbiorach cze$ciowo uporzadkowanych wymagaja dodatkowych zatozen dotyczacych
struktury porzadkowej. B. Rodriguez-Salinas i L. Bou w [106] pokazali, ze twierdzenia
o oddzielaniu dla odwzorowan o wartosciach w uporzadkowanych przestrzeniach wek-
torowych sg prawdziwe tylko dla przestrzeni, w ktorych rodzina przedzialéw ma tzw.
wtasno$¢ podwojnego przekroju.

W literaturze najczesciej pojawiajacym sie zatozeniem w twierdzeniach typu Hahna-
Banacha dla operatoréow dotyczacym struktury porzadkowej jest zatozenie, ze przeciw-
dziedzina jest zbiorem zupelnym w sensie Dedekinda, tzn. kazdy ograniczony z dotu
podzbiér ma kres dolny. R. J. Silverman oraz T. Yen [111] (zobacz takze [8], [18], [19],
[53], [115], [116]) pokazali, ze jezeli porzadek w przestrzeni liniowej jest generowany
przez stozek algebraicznie domkniety (domkniety w tzw. topologii core), to zupetnosé
w sensie Dedekinda przeciwdziedziny jest rownowazna zachodzeniu twierdzenia Hahna-
Banacha.

W odniesieniu do przeciwdziedziny zaktadaé¢ bedziemy, ze (Y, <) jest takim zbiorem
czesciowo uporzadkowanym, ze kazdy ograniczony z dotu tancuch posiada infimum.
Jezeli warunek ten jest spelniony, to méwimy, ze przestrzen ma wlasnosé lec (lower
chain complete). Oczywiscie, jezeli przestrzen jest zupelna w sensie Dedekinda, to ma
tez wlasnosc¢ lec, ale nie na odwrét. Podamy teraz przyktady przestrzeni z wlasnoscig
lee, ktore nie sy zupelne w sensie Dedekinda. Przyblizymy wczesniej kilka niezbednych
pojec.

Niech (Y, +) bedzie grupa abelowa. Kazda podpdlgrupa S grupy Y spetniajaca wa-
runki: 0 € S oraz SN (—S) C {0} indukuje czesciowy porzadek <g w Y w nastepujacy
sposob:

r<sy<ey—zeds.

Tak zdefiniowany porzadek jest zgodny z algebraiczng strukturg grupy Y, tzn. jezeli
r <gy, tox+z<gy-+ z dla dowolnego z € S.
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Trojke (Y, +, d) nazywamy grupg z metrykg, jesli (Y, +) jest grupa, (Y, d) przestrze-
nig metryczna, przy czym metryka d jest niezmiennicza na przesuniecia, tzn.

dlx+z,y+2) =d(z,y) dlazxy,zeY.

Metryka taka indukuje w naturalny sposéb pseudonorme || - || : Y — IR, zadana
wzorem ||z||4 := d(z,0). Wazna klasa potgrup, ktére maja wtasno$¢ lec stanowia tzw.
potgrupy addytywnie kontrolowane.

Definicja 4 Niech (Y, +, d) bedzie grupa abelowa z metryka. Méwimy, ze podpélgrupa
S grupy Y jest addytywnie kontrolowana, jesli istnieje taka ciagta funkcja addytywna
a:Y — IR, ze

lylla <aly), yeS.

Okazuje sie, ze kazda domknieta poétgrupa addytywnie kontrolowana, zupelnej grupy
metrycznej, indukuje porzadek, ktéry posiada wtasnosé lcc. W zastosowaniach (np.
teorii optymalizacji) rozpatruje sie przestrzenie unormowane i w naturalny sposéb w
miejsce pélgrupy pojawia sie stozek. W pracy (VI) pokazalismy, ze kazda przestrzen
czesciowo uporzadkowana, w ktorej porzadek jest indukowany przez domkniety i wy-
pukty stozek, ze int(K°) # () ma whasnosé lcc, gdzie K° oznacza stozek sprzezony z K,
tj.
Ke={peY :¢(y) 20, ye K}

Waznym przyktadem stozka, ktéry ma te wlasnosé jest stozek Lorentza:

K.:={(z,t) €Y x R : e||z|| < t}.

Podamy teraz zalozenia, pod jakimi udowodniliSmy gtéwne twierdzenia pracy (VI):

(H) Niech X bedzie niepustym zbiorem, (Y, <) przestrzenia czesciowo uporzadkowana,
F£0,n:T—=Naw={w,: X" - X |yeTl}oraz Q={Q,: V" Y|
v € '} rodzinami operacji.

Moéwimy, ze rodzina odwzorowan {w., | v € I'} jest parami dystrybutywna, jezeli dla
dowolnych v, 8 € I', k € {1,2,...,n(y)} oraz wszelkich xy,...,Zp_1, Tit1,- -, Tn(y),
Y1, Yn(g) € X mamy:

wy(xl PRI 7xk—17w,@(y17 B ayn(ﬁ))axk-‘rla SR rrn(’y))
= wWa( Wy (T1, -, Thm1, Y1, Tl 1s - - Tia(9))s - - - 5
wv(:cl, ey Th—1,Yn(B)y Tht1s - - - ,l’n(ﬂ/)»

Zatozenie parami dystrybutywnosci jest mniej restrykcyjne od zatozenia komutatyw-
nosci, pod jakim zostalo dowiedzione twierdzenie Rodégo.
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Powiemy, ze rodzina operacji {w, | v € I'} jest refleksywna, jezeli dla wszelkich
v € I' spelniony jest warunek:

wy(z,...,x) =z, ze€X.

Zat6zmy warunek (H) oraz niech D C X bedzie zbiorem w-wypuklym. Méwimy, ze
funkcja f: D — Y jest (w, Q)-wypukia, jesli

Fwy (@ @ne) < (F(@1), - f(Tay)) dlay €T oraz a1, Zngy) € D.

Jezeli

F(wy (@ wnm) = (f(@), . f(Tay)) dlay €T oraz a1, @) € D,

to méwimy, ze f jest (w,Q)-wklesta. Funkcje f : D — Y nazywamy (w,Q)-afiniczng,
jesli

f(wv(xl, e ,xn(v))) = Qv(f(xl), . ,f(xn(v))) dlay € I' oraz z1, ..., 2,0y € D.

Nastepujace twierdzenie jest uogdlniona wersjg twierdzenia Hahna-Banacha dla
odwzorowan (w, Q)-wypuktych:

Twierdzenie 33 ((VI), Theorem 4.3) Zaloimy (H) oraz zZe spelnione sq¢ nastepu-
jace warunki:

(H1) (Y, <) jest zbiorem czesciowo uporzqdkowanym z wlasnosciq lec;

(H2) rodzina w sklada sie z operacji parami dystrybutywnych;

(H3) rodzina Q sktada si¢ z takich operacji parami dystrybutywnych, ze dla dowolnego

v € I' operacja Q0 jest automorfizmem porzqdkowym wzgledem kazdej zmiennej.

Niech [ : X — Y bedzie funkcjg (w,Q)-wypukle, D niech bedzie takim niepustym,
w-wypuktym podzbiorem zbioru X, Ze ext,(D) = X oraz f|p jest (w,)-afiniczna.
Wowczas istnieje taka funkcja (w,Q)-afiniczna g : X — Y, Ze g < f oraz g|p = fp.

Zaktadajac dodatkowo, ze rodziny operacji w i ) sg refleksywne, jako wniosek,
otrzymujemy twierdzenie o podpieraniu:

Twierdzenie 34 ((VI), Corollary 4.4) Zaléimy (H) oraz Ze spelnione sq nastepu-
jace warunki:

(H1+) (Y, <) jest zbiorem czesciowo uporzgdkowanym z wlasnoscig lec;

(H2+) rodzina w sklada sie z operacji refleksywnych i parami dystrybutywnych;
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(H34) rodzina Q2 sktada si¢ z takich operacji refleksywnych i parami dystrybutywnych,
ze dla dowolnego v € I' operacja 2, jest automorfizmem porzgdkowym wzgledem
kazdej zmienney.

Niech f: X — Y bedzie funkcjg (w, Q)-wypuktq. Wowczas dla dowolnego w-wewnetrz-
nego punktu p € X istnieje taka (w,Q)-afiniczna funkcja g : X — Y, ze g < f oraz
9(p) = f(p)-

Kolejnym wnioskiem jest twierdzenie o podpieraniu dla odwzorowan podaddytyw-
nych okreslonych na abstrakcyjnych strukturach. Twierdzenie to uogolnia twierdzenie
Berza [15] oraz Twierdzenie 26 o podpieraniu dla odwzorowan delta-podaddytywnych.

Twierdzenie 35 ((VI), Corollary 4.5) Niech (X,+) bedzie polgrupe abelowq, Y
grupg abelowqg z metrykq zupelnag, czeSciowo-uporzgdkowang przez relacje <g genero-
wang przez takg addytywnie kontrolowang polgrupe S CY, ze0 € S. Niech f : X — Y
bedzie odwzorowaniem podaddytywnym, .

fla+y) <s flx)+ fly) dlaz,yecX.
Zatozmy ponaddto, zZe p € X oraz

(i) f(np)=nf(p) dla wszelkich n € N,
(i) dla dowolnego x € X istniejg y € X oraz takien € N, zZe x + y = np.

Wowczas istnieje takie odwzorowanie addytywne g : X — Y, ze

g<s [ oraz g(p)= f(p).

Przypomnimy w tym miejscu pojecie zbioru %—Wypuklego. Niech (G, +) bedzie

abelowa grupa jednoznacznie podzielna przez 2. Powiemy, ze podzbiér X grupy G jest

%—wypukly, jezeli dla wszelkich z,y € X,

1
Latwo dowiesé¢ indukcyjnie, ze jezeli X jest zbiorem %—Wypuklym, to dla dowolnego
n € N oraz wszelkich k € {0,1,2,...,2"} mamy

k k
2—nx+(1—2—n)y€X, dla z,y € X.

Definicja 5 Niech (G, +) bedzie jednoznacznie podzielna przez 2 grupa abelowa, X C
G. Mowimy, ze punkt p € G nalezy do relatywnego algebraicznego wnetrza zbioru
X (co zapisujemy p € ri(X)), jesli dla dowolnego x € X istnieje takie n € IN, ze
p+(p—z)eX.
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Dysponujac tymi pojeciami mozemy sformutowac kolejne twierdzenie o podpieraniu
dla addytywnych rodzin operacji.

Twierdzenie 36 ((VI), Theorem 4.8) Niech X bedzie %-wypuk‘lym podzbiorem jed-
noznacznie podzielnej przez dwa abelowej grupy (G,+), niech (Y,+,d) bedzie abelowq
grupg metryczng z metrykq zupetng, czesciowo uporzgdkowang relacjg <g generowang
przez takg domknietq @ addytywnie-kontrolowang potgrupe S C Y, ze 0 € S. Ponadto
zalozmy, zen > 2 oraz ay,...,a, : G — G i Ay,..., A, Y — Y sq odwzorowaniami
addytywnymi spetniajgcymi warunki:

(i) aioa; =ajoa; oraz Ajo A; = Ajo A;, dla dowolnych i,5=1,...,n
(i) a1+ -+ a, =idg oraz Ay + -+ + A, = idy;
(iii) a1 (X) 4+ ...+ a,(X) C X;
(iv) A; jest takq bijekcja, Ze A;(S) =S dla wszelkich i € {1,...,n}.

Zatoimy, Ze f: X —'Y dla wszelkich x,...,x, € X spelnia nierownosc:

Flaa(@n) + -+ an(@n)) <s Ar(f(21)) + -+ + Au(f(2n).

Wowczas dla dowolnego p € ri(X), istnieje taka funkcja g : G — Y, Ze g <g f,
9(p) = f(p) oraz

g(al(xl) ++ an(xn)) = Al(g(ml)) +-- 4 An(g(xn)), dla z1,...,2, € X.

Jako bezposredni wniosek z powyzszego twierdzenia (specyfikujac odpowiednio
odwzorowania addytywne i rozpatrujac porzadek generowany przez stozek Lorentza)
otrzymujemy gtéwny wynik z pracy (O7), od ktérej rozpoczynalismy nasze, wspélne z
Zsoltem Pélesem badania i ktora stanowita ich gtéwna motywacje.
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5. Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze

(a) Wykaz opublikowanych prac naukowych nie wchodzacych w sktad osiagniecia wy-
mienionego w punkcie 4:

(O1) A. Olbrys, On the measurability and the Baire property of t-Wright convex
functions, Aequationes Math. 68 (2004), no. 1-2, 28-37.

(02) A. Olbry$, Some conditions implying the continuity of t-Wright convex func-
tions, Publ. Math. Debrecen 68 (2006), no. 3-4, 401-418.

(03) A. Olbrys, A characterization of (ti,...,t,)-Wright affine functions, Com-
ment. Math. (Prace Mat.) 47 (2007), no. 1, 47-56.

(0O4) A. Olbrys, On the boundedness, Christensen measurability and continuity of
t-Wright convex functions, Acta Math. Hungar. 141 (2013), no. 1-2, 68-77.

(O5) M. Lewicki, A. Olbrys, On non-symmetric t-convex functions, Math. Inequal.
Appl. 17 (2014), no. 1, 95-100.

(06) A. Olbrys, On some inequalities equivalent to the Wright-convexity, J. Math.
Inequal. 9 (2015), no. 2, 449-461.

(O7) A. Olbry$, A support theorem for delta (s,t)-convex mappings, Aequationes
Math. 89 (2015), no. 3, 937948

(O8) A. Olbrys, On delta Schur-convex mappings, Publ. Math. Debrecen 86 (2015),
no. 3-4, 313-323.

(09) A. Olbrys, On separation by h-convex functions, Tatra Mt. Math. Publ. 62
(2015), 105-111.

(010) A. Olbry$, Representation theorems for h-convezity, J. Math. Anal. Appl,
426 (2015), no. 2, 986-994.

(O11) A. Olbrys, T. Szostok, Inequalities of the Hermite-Hadamard Type Invo-
ling Numerical Differentiation Formulas, Results. Math. 67 (2015), no. 3-4,
403-416.

(O12) W. Fechner, A. Olbrys, Systems of Inequalities Characterizing Ring Homo-
morphisms, J. Funct. Spaces 2016, Art. ID 8069104, 5 pp.

(O13) A. Olbry$, On the IK-Riemann integral and Hermite-Hadamard inequalities
for IK-convex functions, Aequationes Math. 91 (2017), no. 3, 429-444.

(O14) A. Olbrys, On a problem of T. Szostok concerning the Hermite-Hadamard
inequalities, arXiv:1808.06524 [math.CA].

(b) Omoéwienie tematyki prac ujetych w punkcie 5(a)

Praca (O3) wchodzita w sktad rozprawy doktorskiej. Podaje w niej charakteryza-
cje funkcji t-afinicznych w sensie Wrighta wyzszych rzedow. Praca ta uogélnia wyniki
Lajki [72], ktéry scharakteryzowal funkcje t-afiniczne w sensie Wrighta okreslone na
przedziale i o wartosciach rzeczywistych. Wyniki Lajki zostaty uogélnione w dwoch
kierunkach. Po pierwsze podatem posta¢ rozwiazan znacznie ogdlniejszego rownania
funkcyjnego niz to rozwazane przez Lajko, po drugie rozpatrywane odwzorowania sg
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okreslone i przyjmuja wartoéci w abstrakcyjnych strukturach.

Prace (O1), (02), (O4) dotycza problemu ciagtosci funkcji t-wypuktych w sensie
Wrighta. W teorii rownan i nieréwnosci funkcyjnych jednym z wazniejszych nurtéow ba-
dan jest problem ”poprawy regularnosci” rozwiazan. Chodzi o wykazanie, ze funkcja
speliajaca dane rownanie badz nierownos¢ funkcyjng pod mozliwie stabymi zaloze-
niami regularnosciowymi posiada wyzsza regularnos¢. Najbardziej znanym wynikiem
dotyczacym tego zagadnienia jest twierdzenie dowiedzione przez Bernsteina i Doetscha
[14] w 1915 roku, ktére orzeka, ze kazda funkcja wypukta w sensie Jensena i ograni-
czona z gory na niepustym przedziale otwartym jest wypukta, wigc w szczegdlnosci
clagta w kazdym punkcie wewnetrznym dziedziny. Z kolei twierdzenie Sierpinskiego
[110] méwi, ze kazda mierzalna w sensie Lebesgue’a funkcja wypukta w sensie Jensena
jest wypukta. Znanych jest wiele uogélnien przytoczonych twierdzen zobacz np. [34],
[42], [62], [71], [80]. Prace (O1) i (O2) wchodzilty w sktad rozprawy doktorskiej.

W pracy (O1) rozpatrywatem funkcje t-wypukte w sensie Wrighta okreslone na
przedziale. Dowiodtem, ze zaré6wno mierzalno$¢ w sensie Lebesgue’a jak i Baire’a im-
plikuje ciaglosé takich funkcji. W pracy (O2) pokazatem, ze kazda funkcja t-wypukta
w sensie Wrighta, ciagta w co najmniej jednym punkcie otwartego i wypuktego pod-
zbioru rzeczywistej przestrzeni liniowo-topologicznej jest ciggta w dowolnym punkcie.
Jest to przeniesienie analogicznego wyniku Kominka, dowiedzionego w pracy [61] dla
funkcji okreslonych na przedziale. Gtéwny wynik pracy (O2) orzeka, ze dowolna funk-
cja t-wypukta w sensie Wrighta, ktérej zaciesnienie do zbioru duzego w sensie miary
lub kategorii jest potciggle z dotu jest wypukta i ciggta.

Praca (O4) sktada si¢ z dwoch czesci. W pierwszej czesci omawiam zwiazek lo-
kalnej ograniczonosci funkcji t-wypuktych w sensie Wrighta z ciagtoscia. Wiadomo, ze
jednostronna ograniczonosé¢ z géry lub z dotu (nawet globalna) nie implikuja ciaglosci
tych funkcji. Naturalne jest wiec pytanie o odpowiednia wersje twierdzenia Bernsteina-
Doetscha dla obustronnej ograniczonosci. Ponizsze twierdzenie jest gtéwnym wynikiem
pierwszej czesci tej pracy.

Twierdzenie 37 ((04), Theorem 5) Niech D bedzie wypuktym i otwartm podzbio-
rem rzeczywistej przestrzeni lintowo-topologicznej, f : D — IR funkcjg t-wypuklq w
sensie Wrighta. Jezeli f jest ograniczona w otoczeniu pewnego punktu, to jest wypukta
i ciggla.

Twierdzenie to dostarcza motywacji do badania nastepujacej klasy zbioréw:

Cy(D) :={T C D | kazda ograniczona na zbiorze T funkcja t-wypukta
w sensie Wrighta f : D — IR jest ciagla.}
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W pracy pokazatem, ze do klasy C;(D) naleza "mniejsze” zbiory (w sensie miary
i kategorii) niz zbiory o niepustym wnetrzu. Analogiczna klasa zbioréw dla funkcji
wypuklych w sensie Jensena zostala wprowadzona przez Gera i Kuczme w pracy [42].
Wiele faktéw dotyczacych tego pojecia mozna znalezé w monografii [71].

W drugiej czesci pracy wykazatem, ze takze mierzalnosé w sensie Christensena im-
plikuje wypuktosc¢ i ciagtosé funkeji t-wypuktych w sensie Wrighta. Analogiczny wynik
dla funkcji wypuklych w sensie Jensena (¢ = %) otrzymali P. Fischer i Z. Stodkowski
w [34].

Praca (O5) wspélna z Michatem Lewickim dotyczy funkcji niesymetrycznie t-
wypuktych. Definicje tych funkcji zaproponowal Péles, modyfikujac definicje funkcji
t-wypuktych w nastepujacy sposob:

Definicja 6 Niech ¢ € (0,1) bedzie ustalona liczba. Méwimy, ze funkcja f : I — R
jest niesymetrycznie t-wypukla (gdzie I C IR jest przedziatem), jezeli

fltz+ (1 —=t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y) dlatakichz,y €I, ze x <y.

Poniewaz kazda funkcja t-wypukta jest funkcja wypukta w sensie Jensena, wiec na-
turalne jest pytanie, czy te wlasnos¢ maja tez funkcje niesymetrycznie t-wypukte.
Problem ten ustnie zglosit Pales podczas jednej z konferencji naukowych z serii IS-
FE. W omawianej pracy pokazalismy, ze kazda funkcja niesymetrycznie t-afiniczna,
tzn. rozwigzanie odpowiedniego rownania funkcyjnego, jest t-afiniczna, czyli spetnia to
rownanie dla wszelkich x,y € I. W szczegélnoscei spetnia to rownanie przy t = %

Z drugiej strony, podaliSmy negatywne rozwigzanie problemu Pélesa, konstruujac
dwa przyktady. Pierwszy, to przykitad funkcji niesymetrycznie t-wypuktej, ktora jest
istotnie niesymetrycznie t-wklesta, a drugi funkcji niesymetrycznie t-wypuktej, ktora
jest wklesta w sensie Jensena. Przyktady te pokazuja przy okazji, ze funkcje niesyme-
trycznie t-wypukte nie maja w dowolnym punkcie niesymetrycznie t-afinicznych pod-
porek.

W pracy (O6) badam funkcje wypukle w sensie Wrighta. Podaje w niej szereg
charakteryzacji tych funkcji. Okazuje sie, ze funkcje te mozna opisac¢ przy uzyciu drugiej
pochodnej symetrycznej. Pokazatem, ze wypuktos¢ w sensie Wrighta funkcji f : D — IR
jest rownowazna klasycznej wypuktosci funkcji:

0,1] 5t — f(tz+ (1 - t)y) + (1 = )z +ty),
dla wszelkich z,y € D oraz funkcji:
Dy>x— flz)+ f(2y —x),

dla wszelkich y € D, gdzie D, = DN(2y—D), a D jest zbiorem wypuktym. Stosujac po-
wyzsze charakteryzacje otrzymatem, bez zadnych dodatkowych zatozen, odpowiednie
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wersje nieréwnosci Hermita-Hadamarda. Znane do tego czasu wyniki dotyczace nie-
rownosci Hermita-Hadamarda dla funkcji wypuktych w sensie Wrighta odnajdujemy
w pracach ([28], [49], [117]), jednak ich autorzy zaktadaja mierzalno$é rozpatrywanych
funkcji, co w istocie implikuje ich cigglo$é¢ oraz wypuktosé i prowadzi do znanych, kla-
sycznych nieréwnosci Hermita-Hadamarda.

Praca (O7) dotyczy tzw. odwzorowan delta (s, t)-wypuktych. Podaje w niej wspolne
uogdblnienie odwzorowan delta-wypuktych wprowadzonych przez Vesely’ego i Zajicka w
[120] oraz funkcji (s, t)-wypuktych wprowadzonych przez Kuhna w pracy [70]. Zalézmy,
ze s,t € (0,1) sa ustalonymi liczbami, natomiast X, Y rzeczywistymi przestrzeniami
Banacha.

Definicja 7 Niech D C X bedzie zbiorem wypuklym. Méwimy, ze odwzorowanie
F : D — Y jest delta (s,t)-wypukle z kontrolng funkcja f : D — IR, jezeli dla
wszelkich x,y € D spelniona jest nieréwnos¢:

[tF(2) + (L= )F(y) —F(sa + (1 - )y)]|
<tf(e)+ (L= 1) f(y) — fsz+ (1 - s)y).

W przypadku, gdy s = t, méwimy, ze F' jest delta t-wypukia z kontrolng funkcja f;
jezeli t = %, to F' nazywamy delta-wypuklq w sensie Jensena z kontrolna funkcja f.

Stosujac identycznosé Dardczy’ego-Palesa [29] pokazatem, ze kazde odwzorowanie
delta (s,t)-wypukle musi by¢ delta wypukle w sensie Jensena. W szczegélnosei kazde
odwzorowanie delta t-wypukte jest delta wypukle w sensie Jensena, a stad mozemy wy-
wnioskowac, ze w klasie funkcji ciagtych pojecie delta wypuktosci i delta t-wypuktosci
s rownowazne. W przypadku, gdy ¢t = % twierdzenie to zostato wykazane przez Vese-
ly’ego i1 Zajicka w pracy [120]. Gtéwnym wynikiem pracy (O7) jest nastepujace twier-
dzenie o podpieraniu dla odwzorowan delta (s, t)-wypuktych:

Twierdzenie 38 ((O7), Theorem 4) Niech D C X bedzie zbiorem otwartym i
wypuktym, F : D — Y odwzorowaniem delta (s,t)-wypuklym z kontrolng funkcjq
f: D — IR. Wéwczas dla dowolnego punktu y € D istniejq takie odwzorowania (s,t)-
afiniczne Ay : D — Y orazay: D — IR, Ze

|F(2) - A (@)|| < f(x) — ay(x) dlazeD

oraz

Okazuje sie, ze istnienie (s, t)-afinicznej funkcji podpierajacej w dowolnym punkcie
charakteryzuje odwzorowania delta (s, t)-wypukte.
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Praca (O8) zostata poswiecona odwzorowaniom delta wypuktym w sensie Schura.
Przenosze w niej definicje potporzadku na produkt kartezjanski dowolnych rzeczywi-
stych przestrzeni liniowych oraz wprowadzam wspolne uogélnienie odwzorowan delta-
wypuktych i wypuklych w sensie Schura.

Definicja 8 Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa. Powiemy, ze wektor x =
(21, ..., ) € X™ jest majoryzowany przez wektor y = (y1, ..., yn) € X", co zapisujemy
x <y, jezeli istnieje taka macierz podwéjnie stochastyczna S € R;, ze

(15 s ) = (Y1, ee, Yn)S.

Wspélne uogdlnienie pojecia odwzorowan wypuktych w sensie Schura i odwzorowan
delta-wypuktych podaje nastepujaca definicja.

Definicja 9 Niech X oraz Y beda rzeczywistymi przestrzeniami unormowanymi, D C
X zbiorem wypuklym. Méwimy, ze odwzorowanie F' : D™ — Y jest delta wypukle w
senste Schura z kontrolna funkcja f : D™ — IR, jezeli dla wszelkich x,y € D™ mamy

<y =|F(z) = F(y)l < fy) - f(=).

Latwo sprawdzi¢, ze w przypadku, gdy Y = IR odwzorowanie jest delta wypukte w
sensie Schura wtedy i tylko wtedy, gdy jest r6éznicg dwoch funkeji wypuktych w sensie
Schura. W tym przypadku funkcje delta wypukte w sensie Schura tworza najmniej-
szg podprzestrzen liniowg zawierajaca stozek wszystkich funkcji wypuklych w sensie
Schura. Pojecie to jest wiec naturalnym uogolnieniem na przypadek odwzorowan o
wartosciach wektorowych funkcji, ktére sg réznica dwoch funkeji wypuktych w sensie
Schura. Celem pracy byto uogélnienie wyniku Ng [81], czyli podanie charakteryzacji
odwzorowan delta wypuktych w sensie Schura postaci: H(x1,...,z,) = Xj_; F(z;).
Korzystajac z twierdzenia o podpieraniu ((O7), Theorem 1) dowodze nastepujacego
odpowiednika twierdzenia Ng (Twierdzenie 1, str. 4)

Twierdzenie 39 ((O8), Theorem 5) Niech X oraz Y bedq rzeczywistymi przestrze-
niami Banacha, D C X zbiorem otwartym i wypuktym. Niech ponadto F : D — Y,
[ D — R oraz G(xy,...,2,) = X5 F(xy), g(zy,...,2,) = X5, f(x;). Wowczas
nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) odwzorowanie G jest delta wypukle w sensie Schura z funkcjq kontrolng g, dla
pewnego n = 2;

(ii) odwzorowanie G jest delta wypukle w sensie Schura z funkcjg kontrolng g, dla
dowolnego n > 2;

(iii) F jest delta wypukia w sensie Wrighta z kontrolng funkcjq f, tzn.
[1F(z) + Fy) — F(te +(1 = t)y) = F((1 = t)z + ty)]]
< S@) + fy) = flz+ 1 =t)y) — f((1 =)z +ty)
dla wszelkich x,y € D, t € [0,1];

34



(iv) F jest postaci
F(x)=W(x)+ A(z), xe€ D,

gdzie W : D — Y jest odwzorowaniem delta-wypukiym, a A : X — Y funkcjg
addytywng.

Ostatnie twierdzenie pracy uogoélnia twierdzenie Ng na przypadek odwzorowan o
wartosciach wektorowych dla ogoélniejszych sum postaci >7_; Fj(z;):

Twierdzenie 40 ((O8), Theorem 6) Zaldzmy, ze X oraz Y sq rzeczywistymi prze-
strzeniami Banacha, a D C X zbiorem otwartym i wypuktym. Jezeli F; : D — 'Y oraz
fi:D— R dlaj=1,..,n, to odwzorowanie G(x1,...,x,) = 35—, Fj(x;) jest delta
wypukte w sensie Schura z kontrolng funkcjq g(x1, ..., xn) = X5, fi(x;) wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejq takie state Cy,...,C,, € Y, funkcja addytywna A : X — Y oraz
odwzorowanie delta-wypukte W : D —'Y | ze

Fi(z) =A(x)+ W(z)+C; dlaj=1,...,n orazx € D.

Prace (09), (010) dotycza funkcji h-wypuktych. Definicje tych funkeji wprowadzita
S. Varosanec w pracy [118].

Definicja 10 Niech D bedzie wypuktym podzbiorem rzeczywistej przestrzeni liniowej,
h:[0,1] — IR. Powiemy, ze funkcja f : D — IR jest h-wypukia, jezeli:

fltx+ (1 —=t)y) <h@)f(x)+h(1—2t)f(y) dlaxz,ye D, te]0,1].

Szczegblnymi przypadkami funkcji h-wypuklych sa funkcje wypukte (h(t) = t),
wypukte w sensie Brecknera (h(t) = s*) [21], tzw. funkcje Godunovej-Levina (h(t) =
dlat € (0,1)) [43] i P-funkcje (h(t) =1) [94].

W pracy (09) podaje warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dwie funkcje
mozna byto przedzieli¢ funkcja h-wypukta, dla multiplikatywnej funkcji h. Twierdzenie
to uogdlnia na przestrzenie nieskoniczenie wymiarowe twierdzenie Barona-Matkowskiego-
Nikodema [13], ktére podaje warunki konieczne i wystarczajace dla oddzielania funk-
cjonatem wypuktym.

= U

Y

W pracy (010) badam funkcje h-wypukte zaktadajac, ze
(5) h(t)+h(1—t)=1 dlate]0,1].

Jezeli powyzszy warunek jest spetniony, to funkcja hA-wypukta moze przyjmowaé do-
wolne wartosci, w przeciwnym razie przyjmuje wartosci stale nieujemne lub stale nie-
dodatnie. Gtéwnym wynikiem pracy (O10) jest nastepujaca charakteryzacja funkcji
h-wypuktych w przypadku (5):
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Twierdzenie 41 ((010), Theorem 5) Niech D bedzie algebraicznie otwartym pod-
zbiorem rzeczywistej przestrzeni liniowej @ niech funkcja b : [0,1] — IR spetnia warunek
(5). Wowezas f : D — IR jest funkcjg h-wypukle wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcjg
stalg lub h(t) =t, t € [0,1]. W szczegélnosci [ jest funkcjg wypuklq.

Wspolna z Tomaszem Szostokiem praca (O11) poswiecona zostata nowej meto-
dzie dowodzenia nieréwnosci dla funkcji wypuktych przy uzyciu twierdzenia Levina-
Steckina [73], ktére podaje warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dla dowolnej
funkeji wypuktej i ciaglej f : [a,b] — IR spelniona byta nieréwnosé:

b

b
| @R < [ f@)dn@),

gdzie Fy,Fy : [a,b] — IR sa funkcjami o wahaniu skoriczonym. Wiele klasycznych

nieréwnosci spetnionych przez funkcje wypuklte mozna bardzo tatwo uzyskaé specyfi-

kujac funkcje F} oraz Fy, w twierdzeniu Levina-Steckina. W szczegdélnosci nieréwnosci

Hermita-Hadamarda, ktére mozna zapisa¢ w postaci

f<:c+y> CFly) - F) _ @)+ fy)

S X
2 y—x 2 ’
gdzie F' = f. pracy otrzymujemy ogolniejsze nierownosci, zast¢pujac srodkowe
. . F(y)—-F .. ., . R R
wyrazenie % wyrazeniami rézniczkowania numerycznego postaci

S aiF (o 4+ (1 — ay)y)
y—x ’

gdzie 327 ; a; = 0.

Praca (012) wspélna z Wtodzimierzem Fechnerem dotyczy charakteryzacji ho-
momorfizmu pierscieni poprzez uktady nieréwnosci funkcyjnych. Pierwszy wynik tego
typu pochodzi od M. Radulescu [98]. Zaldézmy, ze X jest zwarta przestrzenia topo-
logiczng Hausdorffa, a C(X) przestrzenia wszystkich rzeczywistych funkeji ciagtych
okreslonych na X wyposazona w norme supremum. Radulescu w pracy [98] pokazal,
ze jesli operator T': C'(X) — C(X) spelnia uklad nieréwnosci:

(6) { T(f+g)2T(f)+T(9)
T(f-9)>T(f) T(g)

dla wszystkich f, g € C(X), to istnieje zbiér otwarto-domkniety B C X i taka funkcja
ciagta ¢ : X — X, ze

T(f)=x5"[od,
gdzie y g oznacza funkcje charakterystyczna zbioru B. W szczegdlnosci operator T jest
liniowy, multyplikatywny i ciagly. Z. Ercan w pracy [31] pokazal, ze zalozenie, ze X jest
zwarta przestrzenia Hausdorffa mozna opuscié¢. Uktad (6) byl intensywnie badany przez
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nastepujacych autoréw: J. X. Chen, Z. L. Chen [25], J. Dhombres [30], W. Fechner [32,
33], I. Gusié [44] oraz Volkmann [123, 124].

W omawianej pracy rozpatrywalismy ogoélniejsze uktady nieréwnosci dla operatoréw
okreslonych na pierscieniach i przyjmujacych wartosci w pierscieniach uporzadkowa-
nych. Pokazaliémy, pod pewnymi, technicznymi zatozeniami dotyczacymi pierscieni, ze
operatory U, T : P — R, spetniaja uktad

{T(f+g) >T(f)+T(g)
U(f-g9)=2U(f) Ulg)

oraz nieréwnos$¢ U < T, dla wszelkich f,g € P wtedy i tylko wtedy, gdy U = T jest
homomorfizmem pierscieni.

Kolejny wynik tego typu mowi, ze jesli dodatkowo 1 € P, to operatory T,U : P —
R spetniaja uktad:

U(f-9)=>T(f)-T(9)
dla wszelkich f, g € P wtedy i tylko wtedy, gdy U =T jest homomorfizmem pierscieni.

{T(f+g)>U(f)+T(g)

Jako zastosowanie twierdzen tego typu podajemy warunki wystarczajace na to,
aby dwa operatory T, U : B(X) — B(X) (gdzie B(X) jest pierscieniem funkcji ogra-
niczonych okreslonych na zwartej przestrzeni Hausdorffa X') mozna bylo przedzieli¢
operatorem addytywno-multiplikatywnym.

Celem pracy (013) byto wykazanie odpowiednika nieréwnosci Hermita-Hadamarda
dla funkcji wypuklych w sensie Jensena. Poniewaz jednak funkcje te moga by¢ bar-
dzo nieregularne (np. nieciaglte w kazdym punkcie, niemierzalne, wiec w szczegdlnosei
niecatkowalne) zaszta koniecznosé uogélnienia pojecia catki Riemanna na szersza klase
odwzorowan.

Dla podciata K C IR definiujemy K-przedzial domkniety o rzeczywistych koncach
aib (a<b)jako
[a,b]x :={aa+(1—a)b: a€[0,1]NK}.

Nastepnie dla ustalonej funkcji f : [a, blx — IR definiujemy dolne i gérne sumy Darbo-
ux, dolna i gorna catke jak dla klasycznej catki Riemanna zaciesnionej do zbioru [a, b]k.
Jezeli catka dolna i gérna sg sobie réwne, to méwimy, ze f jest K-catkowalna w sensie
Riemanna i wspo6lng warto$¢ oznaczamy symbolem:

/ab f(z)dgz.

Oczywiscie, jezeli K; C Ky, to kazda funkcja Ksy-catkowalna w sensie Riemanna
jest takze Ki-calkowalna w sensie Riemanna, ale nie na odwréot. W szczegdlnosci kazda
funkcja catkowalna w sensie Riemanna w klasycznym sensie jest K-catkowalna w sen-
sie Riemanna dla dowolnego ciata K C IR i calki te sa sobie rowne. Pojecie to istotnie
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uogoblnia klasyczna catke Riemanna. W pracy dowodze szeregu wtasnosci K-catki Rie-
manna, omawiam zwigzek z tzw. K-pochodng wprowadzong przez Borosa i Pélesa w
pracy [20] oraz podaje klasy funkcji catkowalnych w uogdlnionym sensie. Okazuje sie,
ze kazda funkcja K-wypukta f: I — IR, tj. spetniajaca nieréwnosc¢:

flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y) dlax,yel, oraz a € [0,1] NK,

jest K-catkowalna w sensie Riemanna na dowolnym przedziale [a,blx C I. W szcze-
golnosci kazda funkcja K-liniowa g : IR — IR, tzn. addytywna i K-jednorodna ma te

wtasnosé, a ponadto,
b a+b
/ g(x)dgr = g( )(b —a).

2

Gloéwny wynik pracy orzeka, ze jezeli f : I — IR jest funkcja wypukta w sensie
Jensena, to dla dowolnych a,b € I, a < b, f jest Q-catkowalna w sensie Riemanna na
zbiorze [a, b]Q, a ponadto

(U0 < [ g < OO

Pojecie uogoélnionej catki Riemanna okazalo sie bardzo uzytecznym narzedziem.
Wykorzystatem je takze w pracy (O14). W pracy tej podatem rozwiagzanie problemu
Tomasza Szostoka [112], ktéry pytal o ogdlna postaé rozwiazan f, F : (a,b) — R
uktadu nieréwnosci:

m (5 < F@;:fm ORI

dla z,y € (a,b), x #y.

Nastepujace twierdzenie daje odpowiedz na pytanie Szostoka:

Twierdzenie 42 ((O14), Theorem 1) Funkcje F, f : (a,b) — R spelniajg uklad
nierownosci (7) wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcjq wypukla, a F jest funkcjq pier-
wotng dla f, tzn. F' = f.

Powyzszy wynik moze by¢ rozumiany jako regularnosciowy fenomen. Rozwiaza-
nia f, I’ ukladu nieréwnosci (7) bez zadnych dodatkowych zalozen sa odpowiednio
ciggte i rozniczkowalne. W literaturze znanych jest kilka analogicznych wynikow dla
rownan i nieréwnosci funkcyjnych. Zjawisko to jest bardzo rzadkie dla rozwigzan nie-
rownosci funkcyjnych. Jak wiadomo, nieréwnos¢ definiujaca wypuktosé, dla funkcji
okreslonych na otwartym i wypuklym podzbiorze przestrzeni skonczenie wymiarowej
ma tylko ciagle rozwiazania (zobacz np. [83], [103]). Ten sam efekt otrzymali auto-
rzy we wspomnianych wezesniej pracach [31], [98] dla uktadu nieréwnosci funkeyjnych
charakteryzujace homomorfizmy pierscieni. Charakteryzacje funkcji spetniajacych tzw.
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nieréwnos$¢ Shannona podali J. Aczél i A. M. Ostrowski w pracy [4] (zobacz takze [3],
str. 116). Pokazali oni, ze funkcja h : (0,1) — IR spekia nieréwnosé¢ funkeyjna

> oeh(pe) <Y peh(ae),
=1 P

dla wszelkich takich p1,...,pn; @1,y qn € (0,1), 2e X0 1Pk = >p_q @ = 1 wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieja takie state b,c € IR, ¢ <0, ze

h(p) = clogp+b dlape (0,1).

W przypadku réwnan funkcyjnych zjawisko regularnosci rozwigzan jest charakte-
rystyczne dla réwnan pochodzacych od twierdzen o wartosci sredniej. W 1985 Aczél
[1] dowiddl, ze funkcje f, F': IR — IR spehiaja réwnanie funkcyjne

rT+y
Fly) - Pla) = (g - 0 f ()
wtedy i tylko wtedy, gdy F(z) = cx? oraz f(x) = 2cx. Wyniki tego typu mozna znalezé
takze w pracach [47], [54], [59], [60], [100], [108] oraz monografii [99].
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