Bielsko-Biata, 24 stycznia 2016

dr hab. Szymon Wasowicz, prof. ATH

Katedra Matematyki
Akademia Techniczno—Humanistyczna
ul. Willowa 2, 43-309 Bielsko—Biata

Recenzja rozprawy doktorskiej Pani mgr Wandy Niemyskiej
zatytutowanej

O rownaniach funkcyjnych zwiqzanych z rozdzielnosciq implikacji rozmytych

Przedstawiona do recenzji rozprawa liczy 128 stron i sktada si¢ ze wstepu, pigciu rozdziatéw oraz
spisu literatury, w ktérym wymieniono 82 pozycje. Imponujace to dane majac na uwadze, ze roz-
prawy doktorskie tworzy si¢ raczej na poczatku kariery naukowej. Gtéwna myslg dysertacji jest
wykazanie interakcji miedzy logika a réwnaniami funkcyjnymi. Rozdzielno$¢ implikacji rozmy-
tych znajduje bowiem zastosowanie w logice rozmytej. Prowadzi mianowicie do otrzymania inte-
resujacych réwnan funkcyjnych. Otrzymane ich rozwigzania mozna zastosowaé¢ w zagadnieniach
zwigzanych ze zmniejszaniem ztozonos$ci obliczeniowej dziatania regut rozmytych we wniosko-
waniu przyblizonym opartym na metodzie CRI.

Omowienie wynikow rozprawy

Trzystronicowy wstep wprowadza rozdzielno$§¢ dziatan dwuargumentowych z odniesieniami do
klasycznego rachunku zdan oraz teorii mnogosci. Krotko prezentuje tez tematyke rozprawy.

Rozdzial pierwszy zaznajamia czytelnika z podstawowymi pojeciami logiki rozmytej. Warto-
Sciowania dwuargumentowych spéjnikéw logicznych mozna utozsamié¢ z funkcjami odwzoro-
wujacymi produkt {0,1} x {0,1} w zbi6r {0,1}. Poniewaz w teorii zbioréw rozmytych funkcje
charakterystyczne zastepuje sie funkcjami przyjmujacymi wartosci w przedziale [0,1], powstaje
problem przedtuzenia wartoSciowan na produkt [0,1] x [0,1]. Istnieje wiele tego rodzaju prze-
dtuzeni. Np. uogélnieniem klasycznej koniunkcji moze by¢ zaréwno funkcja f(z,y) = zy, jak
i funkcja g(z,y) = min{xz,y} itp. W rozprawie podejscie do zbioréw rozmytych jest jednak
og6lniejsze — zamiast przedziatu [0,1] rozwaza si¢ krate. W kratach zupelnych uogélnieniami
koniunkcji sg t-normy, a uogdlnieniami alternatywy sa t—konormy. Wspdlnym podejsciem do obu
tych pojec sa tzw. uninormy. Do$¢ szeroko omawia si¢ znane z prac réznych autoréw, a potrzeb-
ne w rozprawie whasnosci tych pojeé. Nastepnie wprowadza si¢ kluczowe dla dysertacji poje-
cie implikacji rozmytej. Omawia si¢ (S, N)—implikacje (realizujace uogélnienie znanej tautologii
(p = q < (-pVq)), R-implikacje, QL—implikacje oraz f—implikacje. Rozdzial kori-
czy omowienie mechanizmu wnioskowania przyblizonego opartego na logice rozmytej. Zdanie
Jesli temperatura powietrza jest wysoka, to cisnienie atmosferyczne jest niskie pozbawione jest
matematycznej precyzji. Jednak tego typu wypowiedzi mozna bada¢ metodami logiki rozmyte;j.
Stosujac rozdzielnos¢ implikacji rozmytych mozna znacznie zmniejszyé ztozonos§é obliczeniowsa
algorytméw wnioskowania rozmytego opartych na metodzie CRI (Compositional Rule of Inferen-

ce). Idace w tym kierunku badania dalekie s3 od kompletnosci, na co doktorantka wskazuje cytujac
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dwa znamienne zdania z prac Dicka i Kandela oraz Mendela i Lianga. Omawiany rozdziat jest bar-
dzo obszerny jak na jego charakter: zajmuje ok. 13% rozprawy. Bardzo dobrze stuzy to jednak
zrozumieniu jej zasadniczych tresci.

Rozdziat drugi przynosi obszerny przeglad historii badan réwnan funkcyjnych zwiazanych z roz-
dzielnoscia implikacji rozmytych. Rozwazmy nastgpujaca tautologie klasycznego rachunku zdan:

(phg) = 1) <= (0 = r)V(g = 1))

Przechodzac do logiki rozmytej zastapmy koniunkcje t—normg 7', alternatywe t—konorma S a im-
plikacj¢ — implikacja rozmyta /. W ten sposéb otrzymujemy réwnanie funkcyjne (w rozprawie
oznaczone jako (D3); rozwaza si¢ jednak cztery réwnania tego typu)

[(T(I, y). Z) = S([(fc, z), I(y, z))

postulowane dla z,y, z € [0,1]. Prezentowane sq dwa podejscia: albo implikacja I jest dana, a po-
szukuje si¢ funkcji .S, T, albo dane sa S, T', a implikacja / jest szukana. Naktadajac pewne dodat-
kowe ograniczenia na S, T réwnania (D1)—(D4) (zob. str. 6 rozprawy) mozna zapisa¢ w postaci

& f(min(:r: + v, r1)> = min(f(x) + f(y), 7"2) ,

gdzie z,y € [0,71], 1,72 € (0,00, a f : [0,71] — [0,79] jest nieznang funkcja, zwiazana z po-
szukiwang implikacja / (cho¢ nie jest nig bezposrednio). W szczegdlnosci, jesli 71 = r, = oo,
dochodzimy do réwnania Cauchy’ego dla f : [0,00] — [0, co]. Przy innego rodzaju ogranicze-
niach na 5, T otrzymuje si¢ tez réwnanie Cauchy’ego postulowane dla f : [—o0, 00] — [—c0, .
Przy jeszcze innych zatozeniach na S, T dochodzi si¢ do réwnania typu Cauchy’ego

f (min(ul + vy, 1), min(uy + v, 7’1)) = min((f(ul,ug) + f(v1,v2), 7"2) )

gdzie (u1,uz), (v1,v2) € [0,71]% takie ze u; > ug, v; > vo Oraz 1,75 sa dowolnymi dodatnimi
statymi, skoficzonymi lub nieskonczonymi.

Wystepujace w Rozdziale 2 wyniki nie naleza do autorki, a zostaty opublikowane w pracach
prominentnych badaczy zwigzanych z logika rozmyta. Niektdre z nich opatrzono dowodami. Stuzy
to doskonale nakreSleniu kontekstu zasadniczej czesci rozprawy.

Trzeci rozdziat dysertacji zawiera wyniki badan autorki zrealizowanych wspdlnie z Michatem
Baczyriskim oraz Tomaszem Szostokiem. Ich istota polega na zastapieniu wystepujacych w réw-
naniu & miniméw ogdlniejszymi funkcjami my, mo. W ten spos6b obiektem rozwazan staje sie
réwnanie funkcyjne

0 f(mz+y)) =ma(f(z)+ f(v)),

gdzie my: [0,2r,] — [0,71], ma: [0,2r5] — [0,72] dla pewnych statych 71,75 € (0, 00], ktére
moga by¢ skoriczone lub nieskoriczone. Jak widaé, jest to réwnanie funkcyjne typu Cauchy’ego.
Latwo spostrzegamy, ze my, my zastgpuja minimum i/lub identycznos$¢ w zaleznosci od tego czy
71,72 s skonczone badz nie. Uzasadnionym byto wiec wyodrebnienie dwéch przypadkéw: rézno-
wartosciowej (zamiast identycznosci) badz nieréznowarto$ciowej (zamiast minimum) funkcji m..
W dalszej czgsci rozdziatu przyjmuje sie tez pewne zatozenia o funkcji m;.

Jesli m, jest funkcjg réznowartosciowa, fatwo pokazuje sig, ze funkcja f : [0,71] — [0, 73] spet-
niajagca réwnanie O, spetnia tez réwnanic Jensena. Rozwiazano je w czterech mozliwych przy-
padkach dotyczacych skoriczonosci 1,7, ale takze dla funkcji f : [—00,00] — [—o00,00]. W
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tym ostatnim przypadku funkcje jensenowskie [ maja t¢ wtasnos¢, ze f — f(0) jest funkcjg ad-
dytywna, ale implikacja odwrotna jest nieprawdziwa (zachowanie to jest odmiennie od przypadku
f R — R, gdzie mamy réwnowazno$¢). Totez rownanie Jensena trzeba wtedy rozwigzywaé bez
znajomosci rozwigzan réwnania Cauchy’ego. Otrzymane wyniki stosuje si¢ nastgpnie do podania
postaci rozwigzan réwnania ©. Cigzar badania implikacji rozmytych przerzucono wigc sprytnie
na klasyczne réwnanie funkcyjne. Jak widac¢, nie wszystko co dotyczy réwnania Jensena zostato
jeszcze rozwigzane, a autorka wraz ze wspétautorami znaleZli dla siebie dobrg nisze.

W przypadku nieréznowartosciowej funkcji my na funkcje my, ms naktada si¢ dodatkowe ogra-
niczenia. autorka stwierdza, ze sg one zwigzane z uogdlnieniem minimum oraz identycznoSci.
W opinii recenzenta zatozenia te sa bardzo techniczne. Brak szerszej dyskusji nad waznoscia tych
zatozen i nad ich naturalno$cia. Przyjete zatozenia pozwalaja jednak na badanie uogélnien rownan
typu #. Oprécz odtworzenia ich rozwigzan otrzymuje si¢ tez istotnie nowe rozwiazania. To dobra
cecha uogdlnienia.

W rozdziale czwartym bada sie réwnania rozdzielnoSci
I(:E,Z/{] (v, :)) = U <Z(:z:7 v),Z(z, z)) ,
I(Z/{l (x,y), z) = Uy (I(z:, z), Z(y, z))

przy danych uninormach rozktadalnych U, Us. Implikacja Z jest natomiast szukana. Wyniki tego
rozdziatu zostaty uzyskane we wspétpracy z Michatem Baczyniskim. Jak wida¢ w catej pracy, au-
torka umiejetnie sprowadza réwnania zwigzane z logika rozmytg do bardziej klasycznych réwnan
funkcyjnych. Tutaj te role spetnia réwnanie

% fuy + v, up +v2) = flug, ug) + f(v1,v2)

rozwazane w zbiorze A = {(:171.:1’-2) € [~o0,00 : 1 < zg} dla funkeji f : A — [—o0, 0.
Opisu rozwigzan tego roéwnania dokonano z uzyciem wynikéw Rozdziatu 2 dotyczacych réwna-
nia Cauchy’ego rozwazanego dla funkcji f : [—o0, 00] — [—00, 00]. WypowiedZ twierdzenia 4.3,
jednego z gtéwnych rezultatéw rozdziatu, zajmuje dwie strony formatu A4. Nie stuzy to dobrze
percepcji czytelnika. Z drugiej jednak strony powodem tak rozbudowanej wypowiedzi jest duza
liczba przypadkéw, ktdre trzeba rozwazy¢ w badaniu réwnania ). Dowdd tez nie nalezy do naj-
krétszych (7 stron), a szczegdtowo rozwaza sig tylko jeden z czterech przypadkéw zwigzanych
z interpretacjg symbolu nieoznaczonego oo — co w dziedzinie 1 w przeciwdziedzinie (przypad-
ki te wyodrebnia sie w osobnych twierdzeniach z tak samo dtugimi wypowiedziami). Omawiane
twierdzenia majg charakter pomocniczy, bowiem dalszg czeS$¢ rozdziatu wypetniaja rozumowania
zwigzane z tytutowymi réwnaniami rozdzielno$ci. Dobrze zredagowane streszczenie badan Swiet-
nie wprowadza w prezentowane rozumowanie, ktére znéw jest analizg jednego tylko przypadku.
Nie sposéb szczegétowo rozwazy¢ wszystkich. Zwazywszy na dtugo$¢ dowoddéw, rozprawa roz-
rostaby sie do niebotycznych rozmiar6w. W opinii recenzenta zupetnie wystarczy anons o tym, ze
pozostale przypadki analizuje si¢ podobnie.

Caty czwarty rozdziat jest bardzo techniczny i zmudny. Nie jest to zarzut, albowiem prezen-
towane tu badania SciSle dotycza tytutu rozprawy i w petni mieszcza si¢ w jej zakresie. Autorce
nalezy si¢ pochwata za cierpliwos$¢ i wytrwato$¢ w dazeniu do celu.

Ostatni, piaty rozdzial, poSwigcono réwnaniu rozdzielnos$ci

& ](1‘:, S(y, z)) = S(I(x,y), I(x,z)), z,y,z € [0,1]
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dla funkcji I, S: [0,1]> — [0,1], gdzie I jest R—implikacja otrzymana z t—normy §cistej, a funkcja
S jest t—konormg. Obszar ten jest juz czeSciowo zbadany, autorka natomiast dostrzega i wypetnia
istniejace luki. Chodzi o zatozenia na dane funkcje R, S.

Aby uzyskaé gtéwne wyniki rozdziatu bada si¢ najpierw dwa klasycznie brzmigce réwnania
funkcyjne. Pierwsze z nich,

h(zg(w) = h(z) + hlzy),
z niewiadomymi funkcjami f, g, rozwaza si¢ w przedziale (0, c0). Nastgpnie stosuje si¢ rozwigza-
nia tego réwnania do otrzymania rozwiazan drugiego z anonsowanych réwnan, czyli

h (min <17g(y), 1)) = min(h(x) + h(zy), 1)

postulowanego dla wszystkich z € (0,1), y € (0,1]. Jesli to réwnanie we wstgpnych akapitach
rozdziatu zyskuje swoje oznaczenie i gra duzg role w catym rozdziale, nie mozna odpowiedniego
rezultatu formutowac jako Lemat 5.7. Nalezato nada¢ mu range twierdzenia.

Peretka omawianego podrozdziatu 5.1 (a moze i catej rozprawy) jest klasyczny Lemat 5.5 mé-
wigcy, ze jesli o jest liczba niewymierna, to zbiér {na mod 1 : n € N} jest gesty na odcinku
[0,1]. Az dziwne, ze lemat nie byt dotychczas znany. A moze nalezato pokusié si¢ o doktadniejsze
sprawdzenie istnienia takiego wyniku?

Podrozdziat 5.2 przynosi rozwigzania réwnania &, ktére otrzymuje si¢ z uzyciem wynikéw
poprzedniego podrozdziatu.

Rezultaty Rozdziatu 5. wcigz czekajgce na publikacje, otrzymata autorka we wspétpracy z Mi-
chatem Baczynskim, Romanem Gerem oraz Marcinem Kuczma.

Jak mozna zauwazy¢, zastosowana w catej rozprawie metoda badawcza sprowadza si¢ do otrzy-
mania jako warunki konieczne spetniania réwnan zwigzanych z rozdzielno$cig implikacji, kla-
sycznych réwnan funkcyjnych typu Cauchy’ego czy Jensena. Tego rodzaju réwnania rozwiazuje
sie¢ w rozprawie metodami wiasciwymi dla réwnan funkcyjnych, a ogdlny zarys tej techniki jest
dobrze znany badaczom i przez lata z powodzeniem stosowany. Postaé rozwigzar tych klasycz-
nych rOwnan jest nastepnie stosowana w otrzymywaniu rozwigzan badanych réwnan zwigzanych
z logika rozmyta, szczegdlnie z implikacjami rozmytymi. W tej czesci rozprawy stosuje si¢ oczy-
wiscie wlasnosci immanentnie zwigzane z logika. Ta dwutorowo$¢ dobrze pokazuje, ze réwnania
funkcyjne sa w matematyce uzyteczne.

Ocena merytoryczna rozprawy

Uwagi krytyczne sformutowano w omoéwieniu wynikéw rozprawy. Tu wskaze pozytywne jej
strony, wobec ktérych uwagi te znaczg niewiele. Wszelkie wskazane niedociggnigcia nie obnizajg
w zadnym stopniu warto$ci rozprawy.

Autorka wykazuje duza wiedze w zakresie badan zwiazanych z tematem jej pracy. Szeroko cy-
tuje prace innych badaczy. Przyktady wystepujace w rozprawie, zgodnie z o§wiadczeniem autorki
i promotora, s3 wylacznym dzietem Pani Niemyskiej. Sa one pomystowe i doskonale ilustruja
rozwazane zagadnienia. Tematyka rozprawy jest oryginalna i dobrze wigze si¢ z zagadnieniami
praktycznymi, co tez w rozprawie umotywowano i wyjasniono.

Zrozumieniu prezentowanych tresci stuzy dobrze napisane wprowadzenie. Umiejscawia ono
wyniki rozprawy w nurcie badan logiki rozmytej wskazujac dlaczego rozwaza si¢ takie a nie inne
problemy. Wprowadzenie to zajmuje w rozprawie stosunkowo duzg cze¢$é. Moze ono (jak tez i cata
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rozprawa) w przysziosci postuzyc¢ jako tres¢ dobrego wyktadu monograficznego. W opinii recen-
zenta znajdujemy w dysertacji doskonate polgczenie pozornie odlegtych dziedzin matematyki.

Pewne zastanowienie budza cytowane prace autorki. Wszystkie napisane sa we wspétpracy, badz
to z Michatem Baczynskim i Tomaszem Szostokiem, badZ to z samym Michatem Baczyriskim.
Jednak wktad Pani Niemyskiej jest znaczacy, co zgodnie przyznajg obaj wspétautorzy (na dowéd
udostepnili recenzentowi zapisy z poczatkowego stadium badan, kiedy to doktorantka jeszcze z ni-
mi nie wspétpracowata). Braku pracy napisanej samodzielnie recenzent absolutnie nie postrzega
jako mankament. Przeciwnie: §wiadczy on o wysokich umiejgtnoSciach pracy zespotowej autorki,
co dobrze wrdzy jej dalszej karierze naukowej. Badania naukowe prowadzi si¢ we wspétpracy. Ich
celem nie jest zdobywanie kolejnych stopni lecz poznanie prawdy o otaczajacej nas rzeczywisto-
Sci. A przeciez logika rozmyta jak najbardziej wigze si¢ z dziatalno$cig cztowieka i jego decyzjami.
W tym sensie nalezy jej przypisac pierwiastek humanistyczny.

Uwagi krytyczne o redakcji rozprawy

Jak w kazdej niemal rozprawie naukowej, i tu wystepuje sporo literéwek. Recenzent nie zna
chyba osoby, ktérej praca jest od nich wolna. Raza natomiast sformutowania typu krétki lemat.
Chodzi o lemat, ktéry wzglednie tatwo otrzymac. Takich kolokwializméw nalezy w przysztosci
unikad.

Czytelnos¢ rozprawy poprawitoby wiasciwe skalowanie nawiaséw. Komendy systemu ISTEX
realizujace to zadanie sa powszechnie znane i mozna byto je zastosowac.

Konkluzja

Przedstawiona do recenzji rozprawa spetnia wymagania Ustawy o stopniach naukowych i ty-
tule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki z dnia 14 marca 2003 roku stawiane
rozprawom doktorskim. Stanowi oryginalne rozwigzanie problemu naukowego i wykazuje ogdlng
wiedzg teoretyczng autorki w zakresie matematyki, w szczegdlnosci réwnan funkcyjnych. Swiad-
czy tez o umiejetnosci samodzielnego prowadzenia przez Doktorantke pracy naukowe;.

Dlatego zwracam sie z prosba do Rady Instytutu Matematyki na Wydziale Matematyki, Fizyki
1 Chemii Uniwersytetu Slqskiego w Katowicach o dopuszczenie Pani mgr Wandy Niemyskiej do

dalszych etapéw przewodu doktorskiego, w szczegdlnosci do publicznej obrony rozprawy doktor-
skiej.

Szymon Wasowicz
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