Rzeszoéw, 7 stycznia 2016 r.

dr hab. Jacek Chudziak, prof. UR
Wydziat Matematyczno-Przyrodniczy
Uniwersytet Rzeszowski

Recenzja pracy doktorskiej Pani mgr Wandy Niemyskiej
,,O réwnaniach funkcyjnych zwigzanych z rozdzielnoécig implikacji rozmytych”

Przedstawiona rozprawa doktorska zostala przygotowana w Instytucie Matematyki Uniwersy-
tetu Slaskiego w Katowicach pod opieks naukowa dra hab. Michata Baczynskiego. Liczaca 128
stron praca podzielona jest na pieé¢ rozdzialéw:

1. Wprowadzenie

2. Historia badan nad rozdzielnoscia implikacji rozmytych

3. O réwnaniu funkcyjnym f(mi(z +y)) = ma(f(z) + f(y))

4. O réwnaniach rozdzielnoéci dla rozktadalnych uninorm

5. O réwnaniu I(z, S(y, 2)) = S(I(z,y),I(z, z)) dla R-implikacji.

We wstepie pani magister Niemyska stwierdza, ze ,w rozdziatach 3-5 przedstawione sa nowe
rezultaty uzyskane przez Autorke we wspoétpracy z M. Baczynskim, R. Gerem, M. E Kuczma
i T. Szostokiem”. Wspélipraca ta jest, wedlug mnie, bardzo pozytywnym przejawem dziatalnosci
naukowej doktorantki. Warto podkresli¢, ze zamieszczone w rozdziale piatym wyniki pochodzace
od prof. Romana Gera i dra Marcina E. Kuczmy zostaly wyraZznie wyodrebnione (por., odpo-
wiednio, twierdzenia 5.4 1 5.6). W mojej ocenie wskazane byloby réwniez, w miare prezyzyjne,
okreélenie wkiadu autorki w wyniki uzyskane we wspoipracy z pozostata dwdjka wspdlautordw,
zwlaszcza, ze pochodzg one z prac, ktore zostaly juz opublikowane.

Rozdzialty pierwszy i drugi maja charakter wprowadzajacy w tematyke rozprawy. W pierw-
szym autorka zamieszcza definicje pojeé stosowanych w pracy, ich najwazniejsze wtasnosci oraz
przedstawia zwigzki miedzy nimi. Ponadto przedstawia informacje, dotyczace wnioskowania
przyblizonego opartego na logice rozmytej i znaczenia rozdzielnosci implikacji rozmytych w ra-
mach tej logiki.

W rozdziale drugim przedstawione sa najwazniejsze wyniki dotychczasowych badan nad roz-
dzielnoécia implikacji rozmytych. W szczegdlnodcei autorka omawia rezultaty dotyczace rozwiazan
nastepujacych czterech réwnan funkcyjnych:

(1) I(z,C1(y, 2)) = Co(I(z,y),I(z,2)) dla z,y,z €0,1],
(2) I(z,D1(y,2)) = Da(I(z,y),I(z,2)) dla z,y,z € [0,1],
(3) I(C(z,y),2) = D(I(z,2),1(y,2)) dla z,y,z € [0,1],
(4) I(D(z,y),2) = C(I(z,2),I(y,2)) dla z,y,z € [0,1],

gdzie I : [0,1)> — [0,1] jest uogélnieniem klasycznej implikacji, C,Cy,Cy : [0,1]* — [0,1] sa

uogdlnieniami klasycznej koniunkeji, za$ D, Dy, Do : [0,1]2 — [0, 1] s uogdlnieniami klasycznej

alternatywy. Najpierw przedstawione sa rezultaty w przypadku, gdy implikacja I jest dana.
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W twierdzeniach 2.1-2.4 zaprezentowane sg wyniki, pochodzace z prac [26] i [74] (w calej recenzji
przyjmuje numeracje prac przedstawiong w rozprawie). Nastepnie omowiony jest przypadek, gdy
implikacja I jest szukana, za$ funkcje C,Cy,Cy oraz D, Dj, Dy to, odpowiednio, ¢t-normy oraz
t-konormy, spelniajace pewne dodatkowe zalozenia (ciagle i archimedesowe, ciagte, rozktadalne).
Sporo miejsca po$wiecono réwniez oméwieniu najwazniejszych wynikéw dotyczacych réwnan:

(5) I(z,U1(y, 2)) = Ua(I(z, 2),I(z,2)) dla z,y,z € [0,1],

(6) I(Ui(z,y), 2) = Us(I(z,2),I(y,2)) dla z,y,z€[0,1],

gdzie Uy, Us : [0,1]? — [0, 1] s3 uninormami.

Zawarto$é dwéch pierwszych rozdzialdéw znacznie ulatwia lekture zasadniczej czedci pracy,
$wiadczgc jednocze$nie o dobrej orientacji doktorantki w tematyce prowadzonych w ostatnim
czasie badan nad rozdzielno$cig implikacji rozmytych.

Rozdzial trzeci w calosci poswiecony jest badaniu rozwiazan réwnania funkcyjnego

(7) fmi(z +y)) =ma(f(z) + fy)) dla z,y €[0,m1],

w klasie funkcji f : [0,71] — [0,72], gdzie r1,m2 € (0,00] sa ustalone, my : [0,2r] — [0,71]
oraz ma : [0,2r3] — [0,r2]. W podrozdziale 3.1 rozwazany jest przypadek, gdy funkcja mq jest
réznowarto$ciowa. Autorka pokazuje (por. lemat 3.1), ze w takim przypadku funkcja f speinia
réwnanie Jensena

f@+ 1) =2f (F32) da ayeln)

Nastepnie wyznacza rozwigzania tego réwnania. Korzystajac z tych wynikéw, przedstawia twier-
dzenia 3.15-3.17 i 3.21, podajace postaé rozwiazan réwnania (7), odpowiednio, w przypadkach:

e r1,r2 € (0,00),

e r; =00,72 € (0,00),

e r; €(0,00), 72 = 00,

o T =T3=00.
W podrozdziale 3.2 rozwazany jest przypadek, gdy funkcja mg nie jest réznowartoéciowa. Nalezy
jednak zaznaczyé, ze zalozenie o réznowartoéciowosci funkcji mgo zostato zastapione stosunkowo
mocnymi zalozeniami, dotyczacymi nie tylko tej funkeji, lecz réwniez funkcji m;. Zatozenia te sa
szczegblowo wymienione w twierdzeniu 3.24, bedacym gléwnym rezultatem tej czedci rozprawy.
Pani magister Niemyska przedstawia nastepnie kilka wnioskéw, wynikajacych z twierdzenia 3.24
oraz szereg przyktadow ilustrujacych uzyskane wyniki.

W rozdziale czwartym rozwazane sg réwnania rozdzielnosci dla rozktadalnych uninorm na
kracie £I. W podrozdziale 4.1 autorka pokazuje, ze kluczowa role w rozwiazaniu rozwazanych
probleméw odgrywa réwnanie funkcyjne

(8) f(v1 4 v, ug +v2) = f(u1,uz) + flvr,v2) dla (ug,u2), (v1,v2) € L%,

gdzie L® := {(z1,22) € [~00,00]? : 71 < z2}. Podrozdzial 4.2 po$wiecony jest w calodci
rozwazaniom dotyczacym rozwiazan réwnania (8). Okazuje sig, ze postaé rozwiazan réwnania (8)
w istotny sposob zalezy od tego, ktore z nastepujacych dwdch zatozen przyjmiemy w dziedzinie
i przeciwdziedzinie funkcji f:

(A-) (—00) 4 00 = 00 + (—00) = —o0,

(A+) (—00) + 00 =00+ (—0) = 0.
W zwiazku z tym rozwazane sg cztery przypadki, a rezultaty otrzymane w kazdym z nich sg
przedstawione w twierdzeniach 4.3-4.7, bedacych gtéwnymi wynikami tej czedci rozprawy. Wypo-
wiedz twierdzenia 4.3 1 jego dowdd, polegajacy na rozwazeniu duzej liczby przypadkéw, zajmuja
blisko 10 stron. Dowody pozostatych trzech twierdzen zostaty pominiete. Doktorantka ogranicza
sie do stwierdzenia, ze przebiegaja one analogicznie do dowodu twierdzenia 4.3. W podrozdzia-
le 4.3 autorka pokazuje, w jaki sposéb wyniki uzyskane w poprzednim podrozdziale moga zostac
wykorzystane do badan na wyjsciowym problemem rozdzielnosci dla uninorm rozktadalnych.
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Konficzacy rozprawe rozdzial piaty, dotyczy réwnania funkcyjnego

(9) I(z, 8(y, 2)) = S(I(z,y), I(z, 2)),
w klasie par funkcji (S, 1), gdzie S : [0,1]2 — [0, 1] jest funkcja symetryczng, rosnaca ze wzgledu
na kazda zmienna i spelniajaca warunek S(x,0) = z dla z € [0,1], zaé I : [0,1]% — [0,1] jest
R-implikacjg generowang, przez $cista t-norme 7', tzn.

I(z,y) = sup{t € [0,1] : T(z,t) <y} dla z,y€[0,1].
Na podstawie lematu 1.45, kazda taka implikacja jest postaci

I(z.y) 1, gdy =<y,
PYZ 6 (5E), edy 3>,

gdzie ¢ : [0,1] — [0, 1] jest rosnaca bijekcja. Gléwnym rezultatem tego rozdziatu jest twierdze-
nie 5.8. Autorka dowodzi w nim, ze para (S,I) spelnia réwnanie (9) wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi jedna z nastepujacych mozliwosci:
[ ]
_ [ max{z,y}, gdy =zy=0,
S(@v) = { 1, gdy =y #0;

e istnieje taka funkcja rosnaca g : (0,1] — [1,00), ze

S(z,y)=¢ ! <min {g <@> - p(z), 1}) dla z,y € [0,1].

o(x
W podrozdziale 5.1 sporo miejsca poéwiecoio)rozwi@zaniom réwnan funkcyjnych
(10) h(zg(y)) = h(z) + h(zy) dla z,y € (0,00)
oraz
(11) h(min{zg(y),1}) = min{h(z) + h(zy),1}.

Réwnanie (11) odgrywa kluczowa role w dowodzie wniosku 5.11. Warto zaznaczyc¢, ze w twier-
dzeniach 5.4 i 5.6 przedstawione sg niepublikowane dotad wyniki, dotyczace rozwigzan réwnania
(10) w klasie par funkcji (g, h), odwzorowujacych przedziat (0,00) w (0,00) takich, ze, odpo-
wiednio, funkcja h jest bijekcja oraz funkcja h jest ciagla. Zgodnie z o§wiadczeniem doktorantki,
zamieszczonym na s. 107 rozprawy, twierdzenie 5.4 zostalo udowodnione przez prof. R. Gera,
za$é twierdzenie 5.6 przez dra M. E. Kuczme w trakcie dyskusji prowadzonych z autorka. Zadne
z nich nie znajduje bezposredniego zastosowania w rozprawie. Natomiast, opierajac sie na me-
todzie zastosowanej w dowodzie twierdzenia 5.6, pani magister Niemyska przeprowadza dowdd
lematu 5.7, dotyczacego rozwiazan réwnania (11).

W koncowej czesci podrozdziatu 5.1 pokazany jest sposéb sprowadzenia réwnania (10) do
réwnania

Hv)+Hu+GWw)=Huw) +Hw+G(u)) da uveR,
ktére, jak pisze doktorantka, ,przypomina” réwnanie
v+ Hu+GW) =u+H@w+G(u) da uveR,

rozwazane m.in. w pracach [31], [55], [69] 1 [70]. Warto tym miejscu zauwazy¢, ze rozwigzania
réwnania funkcyjnego, znacznie blizszego réwnaniu (11), a mianowicie

(12) f(z) = flzy) + f(zg(y)) dla =z,z9(y) € [0,k),y € [0,1],

gdzie k > 1, f : [0,k) — [0,00) i g : [0,1] — [0, 00), byly przedmiotem badan, ktérych wyniki
zostaly opublikowane w pracy J. Aczél, R. Ger, A. Jardi, Solution of a functional equation arising
from wutility that is both separable and additive, Proc. Amer. Math. Soc. 127 (1999), 2923-2929.
Co wiecej, postaé¢ nietrywialnych rozwiazan réwnania (12) jest zblizona do postaci rozwigzan
réwnania (11). W szczegblnoécei funkcja f jest postaci f(z) = az® dla z € [0, k), gdzie a,b > 0.
Sadze, ze warto przyjrzeé sie blizej ewentualnym zwigzkom zachodzacym miedzy réwnaniami
(10)-(12).
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Praca napisana jest w sposdb przejrzysty. Autorka stara sie precyzyjnie uzasadniaé poszcze-
golne fragmenty rozumowan. Z drugiej strony mozna odnie$é wrazenie, ze niektére czesci tekstu
zostaly najpierw zredagowane w jezyku angielskim, a nastepnie niezbyt starannie przettumaczo-
ne na jezyk polski. Stad, wedlug mnie, biora sie sformutowania w rodzaju:

e generalizacja rezultatu” (s. 6, wiersz 16),

e ... negacji NV ze staltym punktem e” (s. 17, wiersz 16),

e ,Zatem z twierdzenia 5.8 symetryczne funkcje Sy, S, S3 : [0,1]% — [0, 1] sa takie, ze ...”
(s. 119, wiersz 5).

Przejde teraz do szczegdlowego omdwienia usterek wystepujacych w pracy. Rozpoczne od
dwdch, ktére moim zdaniem s najistotniejsze.

Pierwsza jest zwigzana ze stosowaniem przez doktorantke wynikéw, dotyczacych przediuza-
nia rozwigzan réwnania Cauchy’ego. W wierszu 10, na s. 64 stosowane jest twierdzenie XIII1.6.2
z monografii [53]. Dotyczy ono przedluzania rozwiazan réwnania Cauchy’ego ze zbioru pewnej
szczegdlnej postaci. Stosowanie go w tej czesci rozumowania wymaga, moim zdaniem, dodat-
kowego komentarza. Podobne problemy wystepuja w przypadku funkcji fO (s. 86, wiersze 1-6)
oraz w przypadku funkcji Hy (s. 108).

Druga uwaga dotyczy sformutowania punktu (iv) w twierdzeniu 3.24. Wedlug mnie, nastepu-
jaca postaé (iv) jest znacznie bardziej czytelna i wygodna do zastosowania w przykladach:
(i) istnieje takie zg € (0,z1], ze 2o < m1 (o), kma(z) = ma(kz) dla = € [0,mi; (zo)) oraz

| ma(kmg(x)), dla € [0,m(zo)),
f(z) = { r22 v dla z € [ml(alto),oﬁ],

gdzie k := 22 1 myo = (m1)|[0,21]-

Zauwazmy, ze przy takim sformutowaniu (iv) mamy natychmiast k > 22.

W przykladzie 3.31, analizujac rozwiazania postaci (iv), wystarczy zauwazy¢, ze réwnosé
k\/m1z = +/kraz, zachodzaca dla dostatecznie matych dodatnich z, oznacza, ze k = i—f Stad
xo =71, gdyz T2 = ro. W rezultacie f(z) = 2z dlaz € [0,71]. W rozumowaniu przedstawionym
w rozprawie wystepuje yo (s. 67, wiersz 4 od dotu), ale nie wiadomo czym jest xo.

Analiza przeprowadzona w przykladzie 3.32 jest malo czytelna. Jezeli ustalimy dowolne zg €
(0,21] i przyjmiemy k := 22, to dla dowolnego = € [0, mig (z0)) = [0, 22), otrzymamy akz <
kxzo = o, co oznacza, ze kmi(z) = kaz = ma(kz). Wobec dowolnoéci zo € (0, 1], mamy
dowolno$é k € [2—3, oo). Ponadto, dla kazdego = € [0,m1(z0)) = [0, azo), mamy kZ < kzg = 2,
skad wynika, ze f(z) = ma(kmiy (z)) = me (kZ
ostatecznie, ze f(z) = max{kz,rs} dla z € [0, r1].

Podobne uwagi dotyczg przyktaddéw 3.33, 3.34, 3.41 1 3.42.

) = kz. Poniewaz kaxzo = rg, otrzymujemy

Omowie teraz pozostale usterki, ktére dostrzegtem w trakcie czytania rozprawy. Wiekszos$é
z nich dotyczy drobnych niedopatrzen i bledéw stylistycznych.

1. Na s. 30, w wicrszu 1, jest mowa o definicji 1.30, ktéra w rozprawie nie wystepuje.

2. Na s. 31, sformulowanie w wierszu 4 jest nieprecyzyjne. Powinno by¢ wyraznie zaznaczone,
ze 11,72 € [0,00) sg ustalone.

3. W twierdzeniach 2.6 i 2.7 nie powinno by¢ et al.”, gdyz jedynym autorem pracy [7] jest
M. Baczynski.

4. Na s. 34, w ostatnim wierszu przykladu 2.10, zamiast (2.34) powinno by¢ (2.15).

5. W pierwszym zdaniu na s. 36 nalezy usunac¢ ,nad”.

6. W pierwszym zdaniu na s. 45 fragment ,réwnanie (2.2) dane wzorem ...” brzmi co naj-
mniej dziwnie. Podobna uwaga dotyczy pierwszego zdania podrozdziatu 3.1.1 na s. 46. Ponadto
nie zgadzam sie z zawartym w tym zdaniu stwierdzeniem moéwiacym, ze z lematu 3.1 wynika,
iz wyznaczajac rozwigzania réwnania (M), nalezy rozwiazaé réwnanie (J). Jest to tylko jedna
7z mozliwych drég do wyznaczenia rozwigzania réwnania (M).
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7. Na s. 47, w wierszu 18 zamiast ,x € (0,00)” powinno by¢ ,z,y € (0,00)”.

8. Uwaga 3.9 na s. 51 jest w istocie przykladem.

9. Rozwiazaniami réwnania (M) sa tréjki funkcji (mq,ma, f) (por. ostatni wiersz na s. 54).
Wobec tego, jak nalezy rozumieé stwierdzenie w wierszu 20 na s. 55 méwigce o tym, ze ,oba
rozwigzania w twierdzeniu 3.15 sa ciagte”?

10. Na s. 57, w wierszu 6 od dotu zamiast ,z € (0, 00]” powinno by¢ ,z € (0,2r1]”.

11. W wierszach 6,15 od géry i 3 od dotu na s. 58 oraz w wierszu 6 na s. 59 zamiast (2.7)
powinno by¢ (2.10).

12. Na s. 59, zdanie w wierszach 16-18 jest niefortunnie sformutowane, gdyz wniosek 3.18
réwniez jest przedstawiony bez dowodu.

13. Na s. 60, w wierszach 20-18 od dotu znajduje sie¢ stwierdzenie, ze ,,Od funkcji f (...)
bedziemy zadaé, aby na pewnym swoim poczatkowym fragmencie byla ciaggta i éciéle rosngca”.
Warto wyjasénié, co rozumie sie przez ,poczatkowy fragment funkcji”.

14. Na s. 62, w wierszu 8, zamiast ,,jesli tylko” powinno by¢ ,,gdyz”. Podobna uwaga dotyczy
wiersza 6 na s. 76.

15. Na s. 63, w wierszu 2, zamiast ,lub” powinno by¢ ,oraz”, za$ na koncu wiersza nalezy
dodaé ,,,odpowiednio,”.

16. Na s. 64, w wierszu 6 nie wystarczy skorzystaé z réznowartodciowosci funkcji mo na
przedziale [0, z2). Istotng role odgrywa tu réwniez fakt, ze funkcja (m2)|(z,,2¢,) jest stala.

17. Na s .65, w wierszu 8, zamiast ,z ostatniego réwnania” powinno by¢ ,z ostatniego osza-
cowania”.

18. Na s. 71, w wierszu 2, zamiast ,speilnia wz6r” powinno by¢ ,jest postaci”.

19. Czy na s. 73, w wierszu 10, na pewno chodzi o to, ze ,zbiér Dy jest skonczony”?

20. Na s. 76, w wierszu 7, nalezalo ustali¢ z,y € [0,71].

21. Na s. 78, w wierszu 1, zamiast ,,f = r” powinno by¢ ,,f = 0”.

22. Na s. 83, w wierszu 2, zamiast ,polozymy” powinno by¢ ,przyjmiemy”.

23. Na s. 85, w wierszu 2 od dotu, zamiast ,dziesie¢” powinno byé ,dziesieciu”.

24. Na s. 89, pierwsze zdanie w przypadku (2)A. jest niepoprawnie sformutowane.

25. Zapis w trzecim wierszu wzoru (*7) na s. 91 jest niefortunny.

26. Poczatek pierwszego zdania w podrozdziale 4.3 na s. 96 jest jest jednym z przyktadéw
bledéw stylistycznych, czesto wystepujacych w pracy.

27. Na s. 103, w wierszu 1 chodzi o warunki konieczne? W wierszu 2, na tej samej stronie,
powinno by¢ ,implikacji”, za$ w wierszu 6 oraz w wierszach 6 i 3 od dotu na s.103, zamiast ,,/”,
powinno by¢ ,\”.

28. Komentarz w wierszach 23-29 na s. 106 jest napisany w sposéb utrudniajacy zrozumienie,
o co tak naprawde chodzi.

29. Rozwigzaniami réwnania (H) sa pary funkcji (g, h) (por. s. 107, wiersze 12-13). Wobec tego,
zdanie rozpoczynajace sie w 3 wierszu na tej samej stronie, jest nieprecyzyjnie sformulowane.

30. Na s. 108, w wierszach 3-8 w pewnym momencie powinno pojawi¢ sie stwierdzenie, ze
zdefiniowana zostata funkcja ¢ : (0,00) — (0, 00).

31. W wierszu 2 od dotu na stronie 108 oraz w wierszach 6 i 8 na s. 109 zamiast A/ powinno
by¢ N.

32. Nas. 110, w wierszach 4-5 definiowana jest funkcja k. Formalnie powinna by¢ ona okreSlona
_nastepujaco: k(z) = %(%2 dla z € (0,00). Wynika stad, ze nawet w przypadku, gdy funkcja
h:10,1] — [0,1] jest ciagla, nie mozemy oczekiwaé istnienia skoiiczonej granicy prawostronne]
funkcji £ w punkcie 0. Tymczasem, na s. 111, w dowodzie lematu 5.7, funkcja k jest okreslona
na przedziale [0,1] i zaklada si¢ jej ciaglo$¢ na tym przedziale. W dalszym ciagu dowodu lematu
5.7 autorka nie korzysta jednak z ciagtodci funkcji k w 0.

33. Na s. 113, nieréwnoé¢ w wierszu 13 od dotu powinna, wedlug mnie, mie¢ postac

1>5(1,y) > max{l,y} =1



Konkluzja

Stwierdzam. ze rozprawa doktorska Pani magister Wandy Niemyskiej pokazuje szereg intere-
sujacych zastosowan réwnan funkcyjnych w badaniu réznych aspektéw problemu rozdzielnosci
implikacji rozmytych. Zawiera nowe wyniki, ktére wpisuja sie w nurt prowadzonych w ostatnim
czasie badan nad tym problemem. Wymienione przeze mnie usterki nie wplywaja w sposéb istot-
ny na ocene merytorycznej zawartosci rozprawy. Uwazam, ze spelnia ona zardwno zwyczajowe
wymagania stawiane pracom doktorskim, jak réwniez wymagania ustawowe zawarte w Ustawie
o stopniach i tytule navkowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki.

Wobec tego wnioskuje o dopuszczenie Pani magister Wandy Niemyskiej do dalszych

etapow przewodu doktorskiego.
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