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pt. Silnie wypukte procesy stochastyczne

Recenzowana praca poswiecona jest procesom stochastycznym spetniajgcym rézne
warunki zblizone do wypukfosci, mianowicie warunki silnej wypuktosci (rozdziat 2),
silnej wypuktosci w sensie Jensena (rozdziat 3) i silnej wypuktosci w sensie Wrighta
(rozdziat 4). Przez proces stochastyczny Autor rozumie funkcje rzeczywistg, ktora,
przy ustalonym przedziale / i przestrzeni probabilistycznej (2,4 P), jest okreslona

na produkcie /x i A-mierzalna ze wzgledu na drugg zmienng.

Rozdziat pierwszy, czyli Wprowadzenie, zawiera podstawowe definicje: réznych
rodzajow wypuktosci, P-ograniczonosci, ciggtosci i pochodnej wedfug
prawdopodobienstwa, a takze ciggtosci, rozniczkowalnosci i catkowalnosci
$redniokwadratowej. Wiekszos§¢ wynikéw rozdziatéw 2-4 to odpowiedniki znanych z
literatury rezultatow dotyczacych funkciji silnie wypuktych, silnie wypuktych w sensie
Jensena i w sensie Wrighta, a takze wypuktych procesow stochastycznych. Te
oryginalne twierdzenia deterministyczne, poswiecone funkcjom, nalezg do bogatego
dorobku teorii wypukfosci, te drugie zostaty udowodnione miedzy innymi przez
Kazimierza Nikodema i Arkadiusza Skowronskiego. W rozdziale 2 znajdziemy rézne
charakteryzacje silnej wypukto$ci proceséw stochastycznych: poprzez istnienie
stosownej funkcji podpierajacej (twierdzenie 8), odpowiednio szybki wzrost pierwszej
pochodnej procesu (twierdzenie 10), a takze przy uzyciu drugiej pochodnej procesu
(twierdzenie 12). Rozdziat ten zawiera takze odpowiedniki dyskretnej i catkowej
nieréwnosci Jensena dla procesoéw silnie wypuktych (twierdzenia 11 i 13),
nieréwnosci Hermite’a-Hadamarda dla proceséw wypuktych (twierdzenia 15 18) i
§cisle wypuktych (twierdzenia 19 i 20) oraz nieréwnosci Fejera dla silnie wypuktych
procesow stochastycznych (twierdzenie 22). Rozdziat 3 przynosi odpowiedniki
klasycznej nieréwnosci Jensena (twierdzenia 26 i 27) dla funkcji silnie wypuktych w
sensie Jensena, a takze wersje klasycznych twierdzen: Kuhna dla silnie A-wypuktych
procesow stochastycznych (twierdzenie 29), Bernsteina-Doetscha (twierdzenie 31) i
Sierpinskiego (twierdzenie 34) dla procesow silnie wypuktych w sensie Jensena.
Rozprawe konczy krotki rozdziat 4 poswiecony procesom stochastycznym silnie
wypuktym w sensie Wrighta. Jego gtéwne wyniki to twierdzenie 36, bedgce
odpowiednikiem charakteryzacji funkcji wypuktych w sensie Wrighta podanej przez
Ng, oraz twierdzenie 39, stanowigce wersje rezultatu dotyczacego funkcji wypuktej w
sensie Jensena ograniczonej z gory przez funkcje wklesta w sensie Jensena.



Przeniesienie klasycznych wynikéw analizy wypuktej na procesy stochastyczne
wydaje sie dos¢ naturalne i oczywiscie potrzebne, cho¢ nie do konca jestem
przekonany czy s3 to zagadnienia pierwszoplanowe w badanej tematyce. Rozprawa
jest praktycznie pozbawiona przyktadéw pokazujgcych, ze takie uogdinienia sg
celowe i dostatecznie interesujgce. Méwimy jednak o rozprawie doktorskiej i, jak
sadze, na tym etapie badan jej zawarto§¢ moze by¢ uznana za odpowiednig. Metody
uzyte w pracy sa catkowicie elementarne (czego, co podkreslam, nie uwazam za
wade), czesto wiernie nasladujg te zastosowane w twierdzeniach oryginalnych. By¢
moze dlatego trudno mi wyr6znic jakis rezultat.

Autor jest dobrze zorientowany w dotychczasowej literaturze tematu, sprawnie
postuguje sie metodami teorii funkcji wypuktych i niewatpliwie wykazat umiejetnos¢
abstrahowania i uogélniania wynikow deterministycznych na przypadek losowy.
Wiasnie to uwazam za najwiekszg zalete rozprawy.

Warto$¢ rozprawy obnizajg dwie istotne, jak sie wydaje, luki. Pierwsza dotyczy
przejscia od warunku (18) do nieréwnosci (19) w dowodzie twierdzenia 18, ktore
gwarantuje wypuktosc¢ ciggtego sredniokwadratowo procesu stochastycznego
spetniajgcego cho¢ jedng z nierébwnosci Hermite’a-Hadamarda. Na podstawie
rozprawy nie widze dlaczego nierownos$c¢ (19) zachodzi dla wszystkich 1<(0,1).
Druga istotna kwestia to wyprowadzanie przed znak catki Sredniokwadratowej
czynnika, ktory jest zmienng losowa statg ze wzgledu na zmienng catkowania. Autor
postepuje tak, na przyktad, w kilku istotnych miejscach dowodow lematu 21 i
twierdzenia 22 dotyczgcych stochastycznej wersji nierownosci Fejera, ale w zaden
sposob nie uzasadnia takiej mozliwosci. Jest to o tyle dziwne, ze bardzo szczegdine
przypadki tej wtasnosci zostaty szczegotowo udowodnione w lematach 2 i 3, gdzie
jednak, co podkreslam, wymagane jest zatozenie skoriczono$ci wartosci
oczekiwanych odpowiednich zmiennych losowych. W korespondencji mejlowej Autor
dostarczyt mi rachunki i wyjasnienia obu probleméw. Uznatem je za wystarczajgce,
choé, co wazne, nie sg wcale oczywiste i powinny by¢ zawarte w rozprawie.

Sposréd innych usterek wymienie tylko te wazniejsze, w kolejnosci w jakiej sie
pojawiaja.

1. W definicji procesu stochastycznego nie jest jasno napisane, czy zbior wyjatkowy
miary zero, wystepujgcy w warunku (1), jest uniwersalny, czy tez moze zaleze¢ od
zmiennych u,v i A.

2. Wydaje sie, ze pojecia ciaggtosci wedtug drugiego momentu (wystepujace tylko raz
w rozprawie, w uwadze 1) i ciggtosci Sredniokwadratowej sg tozsame. Uzycie tego
pierwszego jest niepotrzebne i mylace.

3. Zmienna losowa, bedgca wartoscig procesu X w chwili {, powinna by¢ notowana
jako X{(t, -), anie X(f) (por., na przyktad, poczatek paragrafu 1.3). Takich
niekonsekwengciji i braku precyzji dotyczacych zapisu funkciji jest w pracy wiecej.

4. Definicje pochodnej i catki $Sredniokwadratowej wymagaja jakiej$ jednoznacznosci
zmiennych losowych bedgcych kandydatami na te wielkosci. W pracy brak
komentarza na ten temat. Jaki to rodzaj jednoznacznosci?

5. Czy jednostkowa zmienna losowa, oznaczana w pracy literg J, jest rowna 1
p.w.? Tak sie wydaje. Jesli tak jest, to jej uzycie jest zbedne.

6. Rachunek u dotu strony 6 wymaga uzupetnien.

7. W dowodzie lematu 9 pojawito sie sformutowanie ,Z podstawowych wtasno$ci catki
$redniokwadratowej (zobacz [28]...”. Moze lepiej bytoby je po prostu przytoczy¢?
Bez nich prawdziwo$¢ obu rownosci w wierszu 7 od dotu strony 11 jest niewidoczna.



8. Pod koniec dowodu twierdzenia 10, po zatozeniu nierbwnosci (7), pojawia sie
definicja pochodnej H'. Nalezato wpierw zdefiniowac proces H. Wtedy wzor na
jego pochodng bytby konsekwencja okreslenia H.

9. Razg btedy jezykowe, na przyktad uzywanie niepoprawnych konstrukcji
.poniewaz... ,to...”" (str. 14i30), czy tez ,jezeli... ,wbdwczas... " (str. 17).

10. Zeby w dowodzie twierdzenia 14 moc zastosowaé nierownoscé (11) do liczby m
trzeba wiedzie¢, ze jest ona punktem wewnetrznym przedziatu /. A co w przypadku,
gdy m jest jego koncem?

11. W dowodzie twierdzenia 15 Autor dwukrotnie korzysta z lematu 2, jednak nie
sprawdzajgc wymaganych zatozen, a to, jak sie wydaje, moze nie by¢ takie proste.
12. Brakuje mi szczeg6towego dowodu obserwacji 16.

13. W definicji wypuktosci procesu stochastycznego brak zatozen dotyczgcych
skonczonosci jakichkolwiek warto$ci oczekiwanych, a wiec w obserwacji 17, w
przeciwienstwie do obserwacji 16, potrzebne sg zatozenia tego typu. W przeciwnym
razie funkcja ¢ moze mie¢ wartosci nieskoriczone.

14. Wydaje sig, ze lemat 21 uogélnia twierdzenie 15. Jesli tak jest, to moze warto
byto o tym wspomnie¢.

15. Dowéd lematu 24 jest wiasciwie kopig dowodu lematu 6. W ich miejsce mozna
byto udowodni¢ lemat charakteryzujgcy t-wypukto$¢ procesu stochastycznego przy
ustalonym te(0,1).

16. W dowodzie twierdzenia 27 nalezato jednak napisa¢ czym sg Ki,...,kn,1,...,In.
Niby wszyscy to wiedza, ale...

17. Definicja procesu silnie wypukiego w sensie Jensena ze str. 29 jest
powtérzeniem tej ze strony 26.

18. Drugie zdanie dowodu twierdzenia 30: ,Z gestosci istnieje ciag liczb
wymiernych...” jest potworkiem logiczno-jezykowym.

19. W ostatnim zdaniu dowodu twierdzenia 31 brak na samym poczatku stowa
,silna”.

20. W wypowiedzi twierdzenia 34 Autor dopuszcza, ze proces stochastyczny moze
przyjmowac wartosci nieskoriczone, ale w definicji na str. 1 zada by byly one
skonczone.

Ponizsze dwie sugestie by¢ moze okaza sie przydatne w przysztej pracy Autora.
A. Czy lematy 2 i 3 nie moglyby zostaé zastgpione ogdélniejszym rezultatem dia
proceséw X postaci

X(t, o) = (DA(w),

gdzie funkcja f i zmienna losowa A spetniajg odpowiednie zatozenia? A moze da
sie udowodni¢ cos jeszcze ogdlniejszego?

B. Funkcja G, pojawiajgca sie po raz pierwszy w lemacie 21, jako funkcja pierwszej
zmiennej jest symetryczng gestoscig miary probabilistycznej dla p.w. @. Czy istnieje
uogdlnienie pojecia catki Sredniokwadratowej, gdzie catkuje sie wzgledem miary,
niekoniecznie z gestoscig? Jesli tak, to mozna by prébowac¢ udowodni¢ odpowiednik
nieréwnosci (28), w ktérym pojawitaby sie taka catka. Pozwolitoby to na uogéinienie
lematu 21, a by¢ moze tez twierdzenia 22.



Rozprawa jest zwarta i krétka. Ale nie chodzi mi o to, ze zawiera zbyt mato
rezultatéow. Tych jest dostatecznie duzo i majg odpowiednio duzg wage. Problemem
jest raczej to, ze Autor opuscit lub skrocit sporg czes¢ rachunkow, pozostawiajgc ich
przeprowadzenie recenzentowi. Szkoda, bo, w przeciwienstwie do oryginainej
publikacji w czasopismie, rozprawa doktorska daje mozliwos¢ wykazania przez
autora jego sprawnosci rachunkowej. Poziom jezyka troche razi, cho€ jest
akceptowalny. Podobnie redakcja catosci.

Podsumowujac uwazam, ze rozprawa, cho¢ nie jest na najwyzszym poziomie,
stanowi oryginalne rozwigzanie problemu naukowego. Wykazuje, ze Autor potrafi
prowadzi¢ badania naukowe, ma dobre rozeznanie w dotychczasowych
osiggnieciach dziedziny, ktérg sie zajmuje, a takze spore umiejetnosci
matematyczne. W mojej opinii rozprawa spetnia zarbwno wymogi formalne, to jest
artykut 13 ustep 1 Ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o
stopniach i tytule w zakresie sztuki z 14 marca 2003 roku, jak i wymogi zwyczajowe.
Whnosze o dopuszczenie mgra Dawida Kotrysa do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.
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