Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Weroniki Biedrzyckiej ,,Istnienie ggstosci niezmienniczych
dla semiuktadéw dynamicznych ze skokami”

Rozprawa doktorska mgr Weroniki Biedrzyckiej poswigcona jest badaniu warunkow
wystarczajacych dla istnienia i jednoznacznosci standéw stacjonarnych kawatkami
deterministycznych proceséw Markowa ze skokami. Doktorantka przedstawita nowe kryteria
istnienia jedynej ostro dodatniej niezmienniczej ggstosci dla takich proceséw (Twierdzenie 4.2).

W odréznieniu od dotychczasowych wynikéw, nie zaktada, ze procesy sa niewybuchowe, natomiast
poszukiwane przez nig stany stacjonarne sa absolutnie ciggle. Dodatkowo doktorantka udowadnia
asymptotyczng stabilno$¢ standw stacjonarnych (Twierdzenie 4.6). W dowodach wykorzystywana
(i rozbudowywana) jest teoria poigrup stochastycznych. Osiagnigte przez doktorantke wyniki

w zupelnosci wypetniaja wymdg rozwiazania problemu naukowego stawiany rozprawom
doktorskim.

Wyniki rozprawy zawarte sa w dwoch opublikowanych artykutach, w pierwszym z nich
doktorantka jest autorem korespondencyjnym. W poréwnaniu z artykutami rozprawa zasadniczo nie
wnosi dodanej wartosci, zawiera ich obszerne fragmenty przetlumaczone na jezyk polski. Czy nie
lepiej bytoby po prostu napisaé rozpraweg po angielsku albo jeszcze lepiej jako rozprawg zalgczy¢
opublikowane artykuly i napisa¢ jako wprowadzenie porzadng prace dydaktyczno-przegladowa ?

We Wstepie na stronie 5 autorka zachgca czytelnikow do poréwnania jej wynikéw z tymi w [20]
i [51]. Wydaje mi si¢, ze wlasnie takie poréwnanie powinno si¢ znalez¢ w rozprawie,
pokazatoby to explicite nowatorsko$¢ badan doktorantki.

W poczatkowych czgséciach rozprawy doktorantka przytoczyla wiele definicji. Osoby
niewprowadzone w techniczne tajniki potgrup stochastycznych i subtelnosci dowodowe nie moga
doceni¢ istotnosci tych definicji. Szkoda, ze doktorantka nie wykorzystata mozliwosci
przedstawienia w rozprawie w sposob przystgpny koniecznosci takich a nie innych zatozen

i metodologii uzyskania swoich wynikéw. Doceniliby$my wtedy na przykiad ,,preharrisowskos$¢”
operatora (strona 9), ,,Srednig” czy ,,Scisle $rednig ergodycznos$¢” (strona 11), nawiasem piszac

nie mamy definicji operatora po prostu ergodycznego. Zwlaszcza tak popularne pojgcie
ergodycznosci powinno by¢ doktadnie przedyskutowane.

Doktorantka bada jedyno$¢ stanu stacjonarnego. Twierdzenia o jednoznacznosci to typowe zajecie
dla matematykéw. Czy procesy stochastyczne z kilkoma stanami stacjonarnymi nie sg ciekawe

z matematycznego punktu widzenia? A co by to oznaczato, gdyby dany proces miat kilka stanéw
stacjonarnych? W wielu zastosowaniach biologicznych (nie wspominajac fizyki) takie procesy

Sg wazne.

Wyniki zamieszczone w rozdziatach 3 i 4 zastosowane zostaly w rozdziale 5 do analizy modelu
ekspresji genu z ,,burstingiem”. Przedstawiony bardzo oszczgdnie przez autorke model jest
modelem regulacji transkrypcji (produkcja czasteczek MRNA) poprzez czasteczki biatka.

Z mikroskopowego punktu widzenia czasteczki biatka wyprodukowane w procesie translacji

(na podstawie informacji genetycznej zawartej w czasteczkach mRNA) wedrujg do jadra
komoérkowego, wiazg si¢ z odpowiednim miejscem na genie, tak zwanym promotorem, wzmacniajg
lub ostabiajg (w zaleznosci od znaku kappa2-kappal *kappa3) w ten sposob transkrypcje

(w nieobecnosci biatka, transkrypcja zachodzi niejako samoistnie, intensywnoscia takiego procesu
jest kappal w oznaczeniach doktorantki). Jezeli zaniedbamy aspekty przestrzenne (transport mRNA
z jadra do cytoplazmy i transport biatka z cytoplazmy do jadra), to mozemy opisaé powyzsze
procesy biochemiczne przy pomocy proceséw typu urodzin i $mierci. W takim modelu, gen moze
znajdowac si¢ w dwdch stanach: aktywnym i nieaktywnym, z intensywnoscia przetaczania do stanu
aktywnego zalezng od ilo$ci czgsteczek biatka w komoérce. W stanie aktywnym czasteczki mRNA




produkowane sg ze stalg intensywnoscig. Czy w takim modelu maja zastosowanie wyniki
doktorantki? Gdyby autorka przedstawita dokfadnie powyzszy klasyczny model i ponizsze
przyblizone modele, to mogtaby odpowiedzie¢ na takie (i analogiczne dla innych modeli) pytania.
Pewnego rodzaju przyblizeniem takiego modelu sa kawatkami deterministyczne skokowe
procesy Markowa. Przyjmuje sie, ze dla duzych koncentracji produkcje i degradacje zar6wno
mRNA jak i biatek mozna opisa¢ réwniami rézniczkowymi, jedyna losowo$¢ jest zwigzana
z przetaczaniem genu. Czy dla takiego modelu dziatajg techniki autorki? Nastgpnie w tak zwanym
przyblizeniu adiabatycznym, czyli szybkiego przetaczania, wyprowadzana jest funkcja Hilla
opisujgca prawdopodobiefistwa przebywania genu w odpowiednich stanach. I znowu pojawia sig
moje pytanie. Nastgpnie mozemy wprowadzi¢ do powyzszych modeli opisany przez doktorantke
,bursting”. Szkoda, ze doktorantka nie przedstawita powyzszych modeli z odrobing tta
i motywacji biologicznych. Mamy tylko jeden paragraf suchego opisu na stronie 39,
z dziwnym stwierdzeniem, ze rozklad molekut jest przerywany w losowych momentach czasu.
W potowie strony 40 (niestety wzory w tym rozdziale nie s3 numerowane) doktorantka
wprowadza funkcje Hilla intensywnosci ,,burstingu” Dobrze byloby ja zinterpretowa¢ czyli
uzasadni¢/wyprowadzié. Dlaczego musimy zatozy¢, ze tempo rozpadu mRNA jest wigksze niz
tempo rozpadu biatka, przeciez przy dodatnich warunkach poczatkowych, trajektoria ukfadu
réwnan rézniczkowych nie przejdzie do wartosci ujemnych. Jesli kappa3 jest rowne zero,
a N=2, to jaki powstaje problem? Zakonczg ten akapit pytaniem ogdélnym: dlaczego
do wykazania istnienia i jedynosci stanu stacjonarnego potrzebne s3 nowe wyniki doktorantki?
Czy jesli zastapimy ogramczonq funkcje Hilla stala intensywnoscia, to problemy znikna?
Rozdziat 6 jest poswigcony procesom fragmentacji. Doktorantka podaje warunki
wystarczajace i konieczne do asymptotycznej stabilnosci samopodobnego stanu stacjonarnego.
Aby zastosowaé swoje wezesniejsze wyniki doktorantka konstruuje odpowiedni kawatkami
deterministyczny proces Markowa. W modelu tym deterministyczna ewolucja jest stata w czasie.
Rozumiem wiec, ze klasyczny proces Poissona tez mozna zaliczy¢ do kawalkami
deterministycznych proceséw Markowa.

W Podsumowaniu doktorantka pisze, ze uzyskane przez nig wyniki mozna zastosowaé w bardziej
zaawansowanych modelach. Jakie to modele i dlaczego w takim razie doktorantka tego nie zrobita?
Jedyne co mamy w rozprawie to powolala si¢ na ksigzke promotorki. Jeszcze ciekawsze bytoby
zebranie modeli, ktorych analiza matematyczna wymagataby modyfikacji technik doktorantki

czy tez zupelnie innego podejscia do problemu.

Podsumowujac, uwazam ze doktorantka uzyskata ciekawe wyniki. Jak juz napisatem wczesniej,
wypetniajg one wymogi stawiane rozprawom doktorskim. Doktorantka wykazala w rozprawie
wiedze i bieglo$é w postugiwaniu sie skomplikowanym aparatem matematycznym procesow
stochastycznych. Wnioskuje o dopuszczenie mgr Weroniki Biedrzyckiej do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.
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