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1. TEMATYKA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

Gléwnym tematem pracy doktorskiej Pana magistra Szymona Dragi jest rozwi-
janie narzedzi topologicznych i analitycznych, ktére stuza do badan nieskoniczenie
wymiarowych przestrzeni Banacha.

Centralnym narzedziem, o ktérym tu mowa jest indeks Szlenka. Jest to wer-
sja indeksu Cantora-Bendixsona, ktéra moze by¢ owocnie stosowana w stosunku
do kul dualnych niektérych przestrzeni Banacha z topologia staba*. W przypadku
idei Cantora-Bendixsona, zbiér pochodny uzyskuje sie¢ poprzez odrzucanie zbioréw
otwartych, ktére maja mala $rednice w metryce dyskretnej, czyli sa punktami
izolowanymi. W przypadku pochodnej Szlenka odrzucamy zbiory stabo* otwarte,
ktére maja mata érednice w normie dualnej. Gdy rozwazana przestrzei Banacha
jest Asplunda, po pewnej pozaskoriczonej ilosci krokéw zuzyjemy cala kule du-
alna. Liczba porzadkowa, ktéra okresla iloéé¢ potrzebnych do tego zuzycia krokéw
jest indeksem Szlenka przestrzeni Banacha X. Formalna implementacja tych idei
wymaga pewnych dodatkowych parametréw, w szczegdlnosci rozpatrywania liczby
e > 0, ktéra okredli co znaczy zbiér maty w powyzszych rozwazaniach, okredlenia
odpowiadajacego e-indeksu Sz(X,e) a nastcepnie zdefiniowania indeksu Szlenka
Sz(X) jako sup{Sz(X,¢) : € > 0}.

Autor rozprawy skupia sie na pojeciach, ktére opisuja jak warto$¢ e-indeksu
Szlenka zalezy od wyboru powyzszego € > 0 w przypadku gdy e-indeksy Szlenka sa
wszystkie liczbami naturalnymi. W szczegdlnosci dwa pojecia sa podstawowe dla
rozprawy, mianowicie pojecie typu potegowego indeksu Szlenka przestrzeni Banacha
X:

. InSz(X,e)
pX) = !1-% |Ineg]
oraz pojecie przestrzeni Banacha z sumowalnym indeksem Szlenka, tj. takiej, dla
ktérej istnieje stala M > 0, gdzie iterowanie e-pochodnej Szlenka dla zmiennych
wartosci € = €1,...,en dla n € N daje zawsze pusta iterowana pochodna gdy €1 +
e+ En > M.

Wyniki pracy obracaja si¢ wokét zachowywania sie powyzszych poje¢ gdy bierzemy
nieskoficzone sumy przestrzeni Banacha lub podprzestrzenie odrodkowe. Czgsto
zalozenia twierdzenl odnosza sie do asymptotyki przestrzeni Banacha X tj. asymp-
totycznego zachowania normy na podprzestrzeniach o wymiarze skoriczonym. Za-
gadnienia te na pierwszy rzut oka wydaja si¢ doé¢ techniczne i specyficzne, jed-
nakze nie jest to wlasciwe wrazenie. Ta tematyka zostala rozwinigta conajmniej
dwie dekady temu przez takich wielkich badaczy geometrii przestrzeni Banacha jak
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Godefroy, Kalton czy Lancien, a obecnie jest ona takze rozwijana i lezy bardzo
blisko centrum zainteresowan mtodych badaczy pierwszej klasy jak Causey, Bean-
land czy Motakis. Z drugiej strony tematyka ta jest doé¢ wymagajaca zaréwno w
sensie technicznym jak i ogdlnej wiedzy z teorii przestrzeni Banacha.

2. OMOWIENIE WYNIKOW ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

Nie powtarzajac bardziej technicznych sformutowari, ponizej omawiam poszczegdlne
czeéci rozprawy. Pierwsze dwa rozdzialy maja charakter wprowadzajacy i gtéwnie
organizuja podstawowe definicje i opisuja obecne w literaturze techniki stosowane
w dalszych czesciach. Jednak elementy geometrii asymptotycznej, wiadomosci na
temat przenormowan oraz techniki zwiazane z odwzorowaniami drzewowymi sa
dalekie od podstawowych czy elementarnych i nalezy podkresli¢, iz ich swobodne
opanowanie u autora rozprawy jest godne podziwu.

Wyniki dotyczace sumowalnosci indeksu Szlenka w sumach prostych przestrzeni
Banacha zaprezentowane sa w rozdziale trzecim. Giéwny wynik to Twierdzenie
3.14 méwiace, iz cpo-suma przestrzeni Banacha z jednakowo sumowalnym indek-
sem Szlenka ma sumowalny indeks Szlenka. To ze wynik ten ogranicza sig¢ do
co-sum jest dalece nieprzypadkowe, bowiem jesli rozpatrujemy X-sumy dowolnych
nieskoriczenie wymiarowych przestrzeni Banacha wzgledem bazy 1-bezwarunkowej
(en)nen przestrzeni X z sumowalnym indeksem Szlenka przy czym (e};)nen nie jest
réwnowazna bazie kanonicznej £1, to suma ta nie ma sumowalnego indeksu Szlenka
(Stwierdzenie 3.17).

Rozprawa podaje tutaj kilka bardzo ciekawych przykladéw zastosowan powyzszych
wynikéw jako kryterium nieizomorficznosci przestrzeni Banacha. Np. mamy T(co) %
co(%), T £ Z(%), T(T) # T, gdzie T jest przestrzenia Tsirelsona i T jej przestrzenia
dualna, tj. jest oryginalna przestrzenia Tsirelsona w nomenklaturze podrozdziatu
1.5. Brak izomorfizmu wynika z tego, ze jedna z przestrzeni ma sumowalny indeks
Szlenka na mocy 3.14 a druga nie ma tej wlasnosci na mocy 3.17. Wydaje sie, ze
autor nie bada jednak sum wzgledem innych predualnych przestrzeni do £; niz cq.

Pozostate czesci rozdziatu trzeciego dotycza sum prostych skoriczonych (zachowuja
one sumowalnoéé indeksu Szlenka, 3.12) oraz sum przestrzeni skoriczenie wymi-
arowych, co do ktérych jest udowodnione, iz zachowuja one sumowalno$¢ indeksu
Szlenka, jedli sumujemy wzgledem przestrzeni z sumowalnym indeksem Szlenka.
Pierwszy z powyszych faktéw oparty jest na Stwierdzeniu 3.10, ktére posiada
zmudny i trudny dowdd, ktéry zostal w pelni samodzielnie opracowany przez dok-
toranta.

Wiyniki dotyczace typu potegowego indeksu Szlenka sum przestrzeni Banacha
znajduja sie w rozdziale czwartym. Jego pierwsze dwa podrozdzialy to wprowadze-
nie do wielu glebokich wynikéw dotyczacych norm i asymptotyki przestrzeni Ba-
nacha. W trzecim podrozdziale podane jest giéwne Twierdzenie 4.17 z imponujacym
dowodem. Twierdzenie to podaje wzér na typ potegowy pewnych sum prostych
pewnych przestrzeni Banacha. Zalozenia dotyczace sumy jak i przestrzeni sa dos¢
naturalne i dotycza typéw potegowych jak i wiasnosci bazy bezwarunkowej oraz
asymptotyki przestrzeni, wzgledem ktérej sumujemy. Nastepny podrozdzial poswigcony
jest analizie koniecznoéci doéé szczegblowych zalozen Twierdzenia 4.17. Podane s
szczegSlowe i wyrafinowane przyklady. W ostatniem podrozdziale uzyskany jest ten




sam wzér na typ potegowy indeksu Szlenka sumy prostej przy duzo skromniejszych
zalozeniach, ale za ceng rozwazania jedynie skoniczenie wymiarowych skiadnikéw
sumy.

Przypadek nieo$rodkowy jest potraktowany odrebnie w ostatnim, piatym rozdziale
rozprawy, ktéry jest w caloéci indywidualnym wkladem doktoranta. Gléwne jego
wyniki, tj. Twierdzenia 5.2 i 5.3 sprowadzaja przypadek nieosrodkowy do osrodkowego.
Okazuje sie bowiem, iz przestrzen Banacha ma sumowalny indeks Szlenka (odpowied-
nio, typ potegowy indeksu Szlenka réwny p) wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie jej
podprzestrzenie oérodkowe maja sumowalny indeks Szlenka (odpowiednio, wszys-
tkie jej podprzestrzenie o§rodkowe powyzej pewnej podprzestrzeni osrodkowej maja
typ potegowy indeksu Szlenka réwny p). Nastepnie wyniki te sa zastosowane w in-
teresujacych wnioskach 5.4, 5.5, 5.8, 5.10 i przyktadzie 5.11.

Twierdzenia 5.4. i 5.5 dotycza przeniesienia gtéwnych wynikéw rodzialéw 314 na
przypadki nieosrodkowych skladnikéw sum prostych. Stwierdzenie 5.8 okreéla typ
potegowy indeksu Szlenka nieo§rodkowych przestrzeni postaci £,(I) dla p € (1, 00).

Ciekawe Twierdzenie 5.10 méwi, iz kwestia sumowalnosci indeksu Szlenka dla
przestrzeni postaci C(K) jest w pelni charakteryzowalna, mianowicie jest réwnowazna
ze skoriczona wysoko$ciag Cantora-Bendixsona przestrzeni K, co jest réwnowazne
indeksowi Szlenka o wartosci < w.

Interesujacy przyktad 5.11 nie wymaga jednak wynikéw Causeya czy Twierdzenia
Samuela a gléwne twierdzenie rozdzialu moze byé zastosowane w nim bezporednio.
Mianowicie fakt, iz oérodkowe podprzestrzenie C(K 4) sa izometryczne z pod-
przestrzeniami C([0,w?]), wigc izomorficzne z podprzestrzeniami co, wynika juz z
tego, ze przeliczalne rodziny prawie roztaczne mozna uroztaczni¢ usuwajac skoiczone
fragmenty z kazdego zbioru rodziny. W kwestii historycznej chcialbym wspomnie¢,
iz przestrzenie zwiazane z rodzinami prawie rozltacznymi jak w przykladzie 5.11
byly juz rozwazane przez Aleksandrowa i Urysohna wiele lat przed Mréwka.

Rezultaty opracowane w ostatnim rozdziale wymagaja ogélnej kultury dotyczacej
przestrzeni Banacha na profesjonalnym poziomie, ale w szczegélnosci opieraja sig
na Lemacie 5.1., ktérego udowodnienie wymagato od doktoranta dogtebnego zrozu-
mienia zaawansowanych metod rozwinietych przez G. Lanciena w pracy [25].

3. OCENA ROZPRAWY

Poziom zredagowania rozprawy jest w pehi profesjonalny (ewentualnie brakuje
indeksu oznaczeri i pojeé). Do tego nalezy podkresli¢ bardzo dobre wyczucie pro-
porcji miedzy formalizmem i elementami opisowymi jak i wySmienite wprowadzanie
czytelnika w gléwne idee ukryte za ztozonym formalizmem. Mialem okazjg stuchaé
referatéw autora rozprawy i potwierdzam, ze tak dojrzale prezentowanie tresci
matematycznych nie jest jedynie wynikiem wkladu wspétautora publikacji wchodzacych
w sklad rozprawy. Mgr. Draga dostrzega i ktadzie odpowiedni akcent na istotne
idee matematyczne jednocze$nie majac pod kontrola skomplikowane formalizmy.
To $wiadczy o tym iz jest gotowy do samodzielnej pracy naukowe;j.

Rozprawa stanowi cze$é pracy zbiorowej razem z promotorem pomocniczym
dr Tomaszem Kochankiem, zatem wymagania ustawodawcy w stosunku do re-
cenzenta dotycza oceny wkladu doktoranta a nie oceny prac i wynikéw, ktére
wchodza w skiad rozprawy. Zgodnie z Rozporzadzeniem Ministra Nauki i Szkol-
nictwa Wyzszego w sprawie szczegbtowego trybu i warunkéw przeprowadzania czynnosci
w przewodzie doktorskim, w postepowaniu habilitacyjnym oraz w postgpowaniu o




nadanie tytulu profesora §6 pkt 5. w przypadku gdy rozprawe doktorska stanowi
samodzielna i wyodrebniona cze$¢ pracy zbiorowej, recenzja zawiera oceng indy-
widualnego wkiadu kandydata w powstanie tej pracy. W oparciu o o$wiadczenie
wspélautora mamy w rozprawie doczynienia z samodzielnymi i wyodrebnionymi
czeSciami pracy zbiorowej oraz z cze$ciami, w ktérych wkiadu indywidualnego
wspélautoréw nie da sie oddzieli¢. O$wiadczenie jednak nie do konica okresla czy w
tych ostatnich czeéciach wktad wspdtautora ograniczal si¢ do takiego wkiadu jaki
jest normalny przy opiece naukowe]j (tj. niepociagajacy za soba wspétautorstwa
prac, gdyby nie bylo innych czesci, gdzie wklad promotora pomocniczego jest tez
jego indywidualny), czy tez wykraczal poza te normy. Ta interesujaca z punktu
widzenia rezenzenta informacja jednak praktycznie zapewne jest nie do zdetermi-
nowania w sposéb obiektywny'. Z drugiej strony jednoznaczno$é ocenianego przy-
padku wyklucza taka potrzebe bowiem nie wptyneloby to istotnie na ogdlng ocene
wkladu doktoranta.

Biorac pod uwage powyzsze rozwazania, wklad wspélautora oraz analizg gtéwnych
wynikéw rozprawy oceniam indywidualny wktad doktoranta w uzyskanie wynikéw
pracy jako w pelni zadawalajacy 1 wiecej niz wystarczajacy. Ponadto, sama rozprawa
pokazuje opanowanie przez doktoranta wielu zaawansowanych technik, literatury
oraz swobode w odkrywaniu nowych ciekawych twierdze. Wyniki rozprawy, juz
opublikowane w $wietnych czasopismach o zasiegu globalnym, maja spora szanse
na odzialywanie z aktualnymi miedzynarodowymi badaniami przestrzeni Banacha
prowadzonymi we wielu o$rodkach naukowych.

4. KONKLUZJA

Stwierdzam, ze rozprawa jednoznacznie i solidnie speinia wszystkie wymogi Ustawy
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sz-
tuki. Wnosze o dopuszczenie Pana magistra Szymona Dragi do dalszych etapéw
przewodu doktorskiego.

l1Pomimo niedoskonalodci aktéw prawnych, ktére jednoznacznie wymagaja uzyskania
oéwiadczeti i oparcia recenzji na wyodrebnionych i samodzielnych czgsciach prac zbiorowych, jesli
takie wchodza w sklad rozprawy, ich intencja jest bardzo pozytywna i moim zdaniem nalezy te
intencje przestrzegaé w recenzjach prac doktorskich. W ten spoéb m. in. zniechgca sig srodowisko
do praktyk dopisywania sig¢ promotoréw jako autoréw prac z doktorantami lub odwrotnie pisania
doktoratéw przez promotoréw. Tutaj jestem nieco rozczarowany, ze na tak powaznym uniwersyte-
cie oéwiadczenie zostalo poczatkowo przeoczone przez dziekanat. Z drugiej strony nalezy dodad, iz
mozliwoéé uczenia sie w trakcie przygotowywania doktoratu nie tylko na poziomie opieki naukowej
ale poprzez wspdlne tworzenie pracy zbiorowej z bardziej doswiadczonym matematykiem jest ws-
paniala szkota dla doktoranta. Czesto na $wiecie jest to jedna z form projektu doktorskiego takze
bez wyodrebniania wktadéw indywidualnych, bowiem trudno oddzieli¢ wkiad tej samej osoby jako
wspélpracownika i jako opiekuna. Polski ustawodawca jednak nie wzigl tego pod uwagg okreslajac
zakres recenzji prac doktorskich, byé moze ze wzgledu na wspomniane powyzej mozliwe naduzycia.




