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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Szymona Dragi
Sumowalnosé i typ potegowy indeksu Szlenka
sum prostych przestrzeni Banacha

1. INFORMACJE OGOLNE

Rozprawa doktorska Szymona Dragi zostata napisana pod kierunkiem dr. hab. Ja-
nusza Morawca, petnigcego role promotora w przewodzie doktorskim autora rozprawy,
oraz dr. Tomasza Kochanka, ktéry jest promotorem pomocniczym. Calosé sklada sie
z pieciu rozdzialtow, przy czym dwa pierwsze majg charakter wprowadzenia — autor
przypomina w nich podstawowe pojecia oraz referuje najwazniejsze wyniki, ktérych
znajomos$¢ jest istotna przy lekturze dalszych czedci. Trzy nastepne rozdzialy pre-
zentuja glowne tezy rozprawy i opieraja sie w znacznej mierze na dwoch artykutach
autorstwa Szymona Dragi i Tomasza Kochanka, opublikowanych niedawno w Journal
of Functional Analysis oraz Proceedings of the American Mathematical Society.

2. GLOWNE TEZY ROZPRAWY

Rozprawa poswiecona jest indeksowi Szlenka przestrzeni Banacha, a w szczegél-
noéci zagadnieniom iloéciowym zwigzanym z przestrzeniami, ktérych indeks Szlenka
Wynosi w.

W rozdziale trzecim autor bada sumowalno$é indeksu Szlenka, przestrzeni X, ktora
jest cp-suma prostg ,, X, ciagu osrodkowych przestrzeni Banacha X,,. Gtéwny wynik
tej czeci (Twierdzenie 3.14) orzeka, ze jezeli przestrzenie X,, maja jednakowo sumo-
walny indeks Szlenka to X takze ma sumowalny indeks. Dow6d tego twierdzenia jest
do$¢ ztozony. Pierwszy jego etap polega na udowodnieniu analogicznego faktu dla cig-
gu skonczonego poprzez czysto geometryczne rachunki zwigzane z pokrywaniem kuli
w X* za pomoca prostokatow. Przejscie do przypadku sumy prostej nieskonczonej
istotnie wykorzystuje podejécie z pracy Godefry, Kaltona i Lanciena, wigzgce indeks
Szlenka z istnieniem pewnych drzew zlozonych z elementéw X*. W uzupetnieniu gtow-
nego wyniku autor wyjasnia role pelniong tu przez przestrzen co.

W rozdziale czwartym badany jest typ potegowy indeksu Szlenka, to znaczy asymp-
totyczne zachowanie definiujacych go wielkosci Sz(X,e) przy e — 0. Twierdzenie
4.17 podaje wzor na typ potegowy E-sumy prostej @,, X,,, gdzie € jest przestrzenig z




wyrbzniong baza bezwarunkows (o pewnych wlasnosciach). Dowdd tego rezultatu jest
takze doé¢ ztozony; wymagal on zastosowania szeregu faktéw o bazach bezwarunko-
wych i sumach prostych oraz bardzo dokladnej iloSciowej analizy pewnych wielkosSci
zwigzanych z drzewami w kuli przestrzeni sprzezonej.

Rozdziat piaty poswiecony jest zagadnieniu oSrodkowej redukeji wezesniej rozwa-
zanych pojec i wielkosci. Na przyktad Twierdzenie 5.2 orzeka, ze dowolna przestrzen
Banacha X ma sumowalny indeks Szlenka wtedy i tylko wtedy gdy takg wlasno$é ma
jej kazda o$rodkowa podprzestrzen

3. OCENA ROZPRAWY I UWAGI

Omawiania rozprawa doktorska zawiera kilka warto$ciowych i daleko niebanalnych
twierdzen o sumach prostych przestrzeni Banacha. W szczegdlnoséci wyniki przedsta-
wione w rozdziale trzecim stanowia naturalne i interesujace poglebienie znanego faktu,
ze ¢y ma sumowalny indeks Szlenka. T'wierdzenie 3.14 nie jest w tym S$wietle zaska-
kujace, ale jego dowdéd wymagal kilku dobrych pomystéw i precyzyjnych rozwazan
ilo$ciowych.

Rezultaty przedstawione w rozprawie nie tyle odpowiadajg na postawione w li-
teraturze pytania, co raczej wynikaja z naturalnego rozwoju pewnego nurtu badan
prowadzonych przez szereg znanych matematykéw. Rozumowania przedstawione w
pracy wymagaly znacznej bieglosci analitycznej i umiejetnonego zastosowania wyra-
finowanych narzedzi stosowanych w badaniu geometrii przestrzeni Banacha.

Widoczng zaletg rozprawy jako osobnego tekstu matematycznego jest jego stosun-
kowo duza kompletnosé. Autor nie ograniczyl sie do prostego zreferowania zawartosci
dwdch swoich opublikowanych artykutéw, ale dosé szczegétowo oméwit caty szereg fak-
téw 1 technik niezbednych do rozumienia prowadzonych w dalszym ciggu rozumowan.
Ponadto w kazdym rozdziale gtéwnym twierdzeniom towarzyszg interesujgce wnioski
i przyklady, ktére na przyklad wyjadniaja wage przyjmowanych zalozen i umiejetnie
komentujg subtelnoéci zwigzane z uzyskanym rezultatem. Tekst rozprawy zostal sta-
rannie opracowany i napisany, zaréwno pod wzgledem logicznego ukladu, klarownosci
prowadzonych rozumowan jak i czysto edytorskim.

Lista moich uwag szczegélowych nie jest zbyt dluga:

(i) Z nielicznych usterek edytorskich nalezy wymienié brak znaku sumy mnogoécio-
wej we wzorze wystepujacym w Definicji 1.1.

(ii) Pisanie o matematyce po polsku zawsze przynosi wyzwania zwigzane z ttuma-
czeniem terminologii. Stosowany w pracy termin derywacja jest tlumaczeniem
moze zbyt dostownym — mozna go zastapi¢ terminem pochodna, jako ze przyje-
to sie w literaturze polskiej méwié¢ o pochodnej przy rozwazaniach dotyczacych
przestrzeni topologicznych rozproszonych.

iii) Wprowadzone na poczatku rozdzialu drugiego drzewa sg oczywiscie podrzewami
Q

N<“ wszystkich skonczonych ciagéw liczb naturalnych. Wydaje mi sie, ze mé-

wienie o ciggach (a nie o skoficzonych zbiorach) byloby bardziej naturalne, na




przyktad stosowane pojecie konkatenacji odnosi sie raczej do ciggbéw skonczo-
nych. Poza tym wprowadzenie symbolu S,,_; przy dopuszczalnej wartosci n = oo
wyglada nieco niezrecznie. Rozumiem wszakze, ze formalizm dotyczacy drzew
dos$¢ $cisle wzoruje sie na pracy [15].

(iv) Warto odnotowaé, ze Lemat 5.1 mozna udowodnié¢ bezposrednio i w nieco krét-
szy sposOb, czesto stosowany przy tego typu redukcjach; ponizej podaje szkic
odpowiedniej konstrukcji.

Niech X bedzie przestrzenia Banacha i niech K C Bx- bedzie *-stabo zwartym
podzbiorem kuli, takim ze t.(K) # 0. Wtedy istnieje osrodkowa przestrzen Y C
X taka, ze 1.(T*[K]) # 0, gdzie T : Y — X jest identycznoscia.

W konstrukeji Y definiujemy rosnacy ciag (Y,), oSrodkowych podprzestrzeni i
ciag przeliczalnych zbioréw I; C I, C ... C By, taki ze I, jest gesty w kuli prze-
strzeni Y,. Na kroku indukcyjnym rozwazamy wszystkie zbiory postaci K NV
gdzie V jest zbiorem *-stabo zwartym wyznaczomy przez elementy z I,,. Powiek-
szamy Y, do Y,.1, tak aby wszystkie takie zbiory K NV mialy niezmieniong
$rednice po “zrzutowaniu” na Y,.1; stosownie zwiekszamy I, do I,,.;. Wtedy
Y =U, Y, jest szukang przestrzenig.

Przy zastosowaniu tej konstrukcji nie bedzie potrzeby, jak sie wydaje, zamienia-
nia stalej € na /4.

(v) W pierwszej czesci dowodu Stwierdzenia 5.10 nie ma potrzeby odwolywania sie
do twierdzenia Albiaca-Kaltona. Wystarczy zauwazy¢ ze kazda o$rodkowa pod-
przestrzen Y C C(K) zawiera sie w izometrycznej kopii podprzestrzeni C(L).
gdzie (metryzowalna) przestrzen L jest cigglym obrazem K. Istotnie, jezeli f, sa
geste w kuli jednostkowej Y to za L mozna przyjaé obraz K przy odwzorowaniu
przekatniowym K — [—1,1]N.

4. KONKLUZJA RECENZJI

Rozprawa doktorska mgr. Szymona Dragi zawiera oryginalne rozwigzanie problemu
naukowego, polegajacego na zbadaniu indeksu Szlenka wybranych typéw sum prostych
przestrzeni Banacha. Nie ulega watpliwosci, ze rozprawa spelnia wymagania ustawowe
1 wymagania Srodowiska matematycznego stawiane rozprawom doktorskim. Dlatego
tez wnosze o dopuszczenie doktoranta do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Jednoczeénie sugeruje, aby Komisja Doktorska rozwazyta mozliwo$¢é wyrdznienia
recenzowanej rozprawy. W moim odczuciu rozprawa zawiera wartoSciowe rezultaty
opublikowane w bardzo dobrych czasopismach matematycznych. O§wiadczenie dr. To-
masza Kochanka, ktéry jest wspétautorem obu atykultéw podkresla istotny wkiad

doktoranta w ich powstanie.
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