Krakéw, 02 lipca 2018r.

RECENZJA

rozprawy doktorskiej Pana magistra Sebastiana Zurka
pt ,,Algebry Liego macierzy nieskonczonych”

Praca doktorska przedstawiona do recenzji sktada sie ze spisu tresci, spisu
oznaczen, wstepu, szesciu rozdziatow oraz bibliografii. Do rozprawy jest dola-
czony dodatek zawierajacy dowod nieprzeliczalno$ci modutu nieskonczonych
macierzy o skonczonej liczbie wspotczynnikéw niezerowych w kazdej kolumnie
M.;(N,K) (a wigc i algebry Liego gl.f(N,K); patrz str. 21) nad dowolnym
cialem K (twierdzenie 6.2).

Pojecie pierscienia (algebry) tacznego czy nielgcznego z rézniczkowaniem
jest znanym pojeciem, odgrywa wazna role w analizie, geometrii algebraicz-
nej, rownaniach rézniczkowych oraz algebrze. Inspiratorem stosowania poje-
cia rozniczkowania w algebrze byt R. Dedekind jeszcze w XIX stuleciu, ale
dopiero E. Steinitz w 1910 r. formalnie zdefiniowal rézniczkowanie w ciele
funkeji wymiernych. A. Weil zastosowal to pojecie w waznym dla wspoicze-
snej geometrii algebraicznej badaniu budowy transcendentnych rozszerzen
cial w 1946 r. Wazny jest tez wpltyw O. Orego, ktory odkryt w latach 30-tych
ubiegtego wieku konstrukeje nieprzemiennych pierécieni wielomianéw R[X, ]
zbudowanych za pomoca rézniczkowania § w podstawowym pierscieniu 1gcz-
nym R. W latach 40-tych XX wieku bylo juz wiadomo, ze teoria Galo-
is réwnan algebraicznych moze by¢ stosowana i w teorii zwyklych réwnan
rézniczkowych (co spowodowato powstanie teorii Picarda-Vessiota). Jedna z
najbardziej znanych (i do tej pory otwartych) hipotez w geometrii algebra-
icznej jest hipoteza jakobianowa, ktéra jest réwnowaznie sformutowana w
terminach rozniczkowan. Zainspirowala ona aktywne badania nilpotentnych
1 lokalnie nilpotentnych rézniczkowan w réznych strukturach algebraicznych.
Na samym poczatku najwiekszy wplyw na uaktywnienie badan wtasnodci
pierscieni tgcznych i nietacznych miato twierdzenie Skolema-Noether méwig-
ce o tym, ze kazde rézniczkowanie prostej centralnej algebry nad ciatem jest
rozniczkowaniem wewnetrznym. W 1937 r. N. Jacobson opublikowal jedng
prace¢ o algebrach majacych tylko rézniczkowania wewnetrzne i wlasnie w
tej pracy udowodnit, ze zbiér wszystkich rézniczkowan algebry tworzy alge-
bre Liego, a zbidr wszystkich wewnetrznych rézniczkowan jest jej idealem.
Faktycznie publikacja tej pracy spowodowala intensywne badanie pierscieni
Liego rozniczkowan pierécieni nietacznych. W ubieglej dekadzie ukazalo sie
wiele publikacji o wlasnoéciach rézniczkowan (klasycznych, Liego czy Jorda-
na) lacznych pierécieni skoficzonych (odp. nieskoriczonych) macierzy.

Niniejsza praca doktorska zostala poswiecona badaniu wtasnosci réznicz-
kowan (nieskonczenie wymiarowych) algebr Liego macierzy nieskonczonych i
ich krat idealow. Na dzien dzisiejszy nie ma ogdlnej teorii algebr Liego nie-
skoficzonego wymiaru, malo jest réwniez prac opublikowanych o algebrach



Liego macierzy nieskoficzonych. W pewnym sensie praca mgra S. Zurka za-
poczatkowata wypeinienie tej luki.

Rozwazmy zawartos¢ pracy doktorskiej. Niech dalej K bedzie dowolnym
cialem, a R bedzi dowolnym pierécieniem przemiennym z jedynka 1.

Po krotkim wstepie autor definiuje w pierwszym rozdziale podstawowe
pojecia rozpatrywane w pracy, omawia historie podjetej tematyki, cele i po-
krotce rozne zastosowania macierzy nieskonczonych oraz ilustruje je przy-
ktadami. Rozdzialy 1 oraz 2 zawierajg rowniez niezbedne pojecia i fakty
o skonczenie i nieskoficzenie wymiarowych (w szczegdlnosci macierzowych)
algebrach Liego wprowadzajece w temat.

W rozdzialie 3 zostaly zdefiniowane algebra nieskoriczonych macierzy o
skoticzonej liczbie wspolczynnikéw niezerowych w kazdej kolumnie gl.;(N, R)
oraz algebra macierzy o wspélczynnikach indeksowanych zbiorem liczb caltko-
witych, o skonczonej liczbie niezerowych wspoétczynnikéw w kazdej kolumnie
gl.r(Z,R). Udowodniono, ze sg one izomorficzne (stwierdzenie 3).

W rozdzialach 4, 5 oraz 6 autor otrzymatl nastepujace gtéwne wyniki:

e udowodniono prostote algebry Liego gl (N, K) (twierdzenia 4.1 oraz 6.1),

e ustalono, ze kazde rézniczkowanie o algebry Liego nieskoniczonych macie-
rzy $cidle gérnotrojkatnych n(N, R) jest suma rézniczkowania wewnetrz-
nego i diagonalnego

¢ = ade + diagp,

gdzie C € n(N,R) oraz D € o(N,R) (twierdzenie 5.1),
e udowodniono, ze kazde rézniczkowanie ¢ algebry Liego gl.;(N,R) jest
suma

p=adg+ 1,

rozniczkowania wewnetrznego ad, gdzie A jest elementem klasycznej al-
gebry Liego gl(N, R), i rézniczkowania 7, indukowanego przez homomor-
fizm o (twierdzenie 5.2),

e przedstawiono opis krat ideatéow algebry Liego nieskonczonych macierzy
gler (N, K) oraz ich wlasnosci (twierdzenie 6.1 oraz wnioski 18,19).

Wszystkie wyniki pracy doktorskiej sa nowe, aktualne, merytorycznie
poprawne i wartosciowe. Nie znalaztem zadnych istotnych uchybien w
dowodach.

Mam kilka uwag krytycznych edytorskich.

1) W definicji 1.12 zamiast ,istnieje liczba n” trzeba napisaé istnieje liczba

catkowita dodatnia n”.

2) Praca jest w wiekszosci bardzo dobrze zredagowana; zastrzezenia mam
tylko do sposobéw napisania (lub nie) przecinkéw i kropek.

Podane powyzej uwagi krytyczne nie zmniejszajg wartosci wynikéw pracy
doktorskiej.

Bibliografia rozprawy liczy 39 pozycji.

Praca doktorska zawiera wyniki opublikowane w artykulach naukowych
(jedna w solidnym pismie algebraicznym (w Communications in Algebra)
oraz jedna w recenzji).




Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska jest bardzo dobra i ory-
ginalng praca matematyczna, zawiera szereg waznych i glebokich wynikéw
o macierzach nieskonczonych. Autor wykazal sie gruntowna wiedza z teorii
liniowych algebr Liego.

Uwazam, ze przedstawiona do recenzji rozprawa spelnia wszyst-
kie warunki ustawowe stawiane pracom doktorskim. Wnosze o przy-
jecie tej pracy i dopuszczenie Pana magistra Sebastiana Zurka do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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