RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ ,,ZASTOSOWANIA
TEORII KATEGORII W TOPOLOGII OGOLNEJ” AUTORSTWA
MGR MARTY WALCZYNSKIKJ

OCENA ROZPRAWY

Recenzowana rozprawa dotyezy pewnych zagadnien # topologii ogolne). analizy
rzeczywistej 1 teoril kategorii. W pracy przedstawiono wyniki dotyezace opera-
¢ji Kuratowskiego (tzn. operacji domvkania i dopetniania zhiorow w prroestrzens
topologicznej), wyniki zwigzane z silng jednoroduosciy (topologiczng 1 niarowy)
zbioru Cantora, analize zbioréw typu Cantorval (zwiazanych ze zbiorami pod-
sum szeregow zbieznych), twierdzenie dotyczace ciagdéw majacych te same punkty
skupienia (bedace uogélnieniem twierdzenia von Neumanna) oraz pewne ogolne
twierdzenia o wlasnosciach pewnych kategorii, z ktérych wynika istnienie ciggow
Fraisségo 1 istnienie obiektéw uniwersalnych. Uzyskane wyniki pokazuja. ze roz-
prawa stanowi oryginalne rozwiazanie problemu nankowego. Badania rozwazanveh
zagadnien przeprowadzono uzywajac roznoroduych pojec natematyvezny el woivig
pojec teorii mnogosci, topologii i teorii kategorii (np. doktorantka uzvwa drzew
1 przestrzeni gatezi, metody back-and-forth. granic ciagéw odwrotnyel. pochodne]
i rangi Cantora-Bendixsona. diagraméw i stozkéw nad diagramaini. ciagow i eranic
Fralsségo). Zastosowanie rozmaitych metod pokazuje, ze autorka wykazuje ogolug
wiedze teoretyczna w dyscyplinie matematyka. Wyniki wmieszczone w rozprawic
pokazuja, ze autorka posiada wmiejetnodé samodzielnego prowadzenia pracy
ukowe]. Ponadto zagaduienia badane przez doktorantke wpisujg sie w tematvke
rozwazang przez innych matematvkow.

W mojej ocenie rozprawa spelnia wszystkie warunki konieczne do
uzyskanie stopnia doktora nauk matematycznych zawarte w ustawie.

SZCZEGOLOWE UZASADNIENIE OCENY

W rozdziale 1 autorka wspomina o swoich wynikach opublikowanvell w artyku
le [8], ktére dotyczg operacji Kuratowskiego (tzn. operacii domvkania i dopehiia-
nia zbioréw w przestrzeni topologiczuej). W 1922 roku Kuratowski wdowoduil. 7o
jesli na dowolnym zbiorze wykonujemy operacje domvkania i dopelnienia dowol
ng liczbe razy, to otrzymamy maksymalnie 14 roznyveh zbiorow. Zhidr wszvstkich
operacji Kuratowskiego z dziataniem sktadania jest monoidem. Autorka podaje ta-
blice Cayleya tego monoidu. a nastepnie zauwazyta, ze grupa automortiziu tego
monoidu jest grupa Z,. Ostatnio operacjami Kuratowskiego zajmowali si¢ Banakl
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Ui, woartvkule (10 gdzie przedstawili wyniki zwigzane 7z operacjami Kuratowskiego
sastosowanyvii do kilku topologli na tym samym zbiorze.

W podrozdziale 1.2.1 autorka analizuje drzewa wysokoéci w oraz przestrzenie ga-
feri takich dizew W szezegolnosei podaje dowody. ze przestrzen galezi jest zupeina
oraz kazda zerowyiarowa, osrodkowa przestrzen zupetna jest przestrzenig gatezi
pewnego drzewa. Nastepnie analizuje przestrzenie zupeine nieosrodkowe i podaje
dowdd, ze taka przestrzen jest cigglym obrazem przestrzeni Baire’a o clgzarze rOw-
nym wadze badanej przestrzeni. Jak sama autorka napisata, fakty podane przez
nig w tym podrozdziale powinny by¢ zaliczone do tzw. folkloru matematyczne-
go. Zaktadam, ze dowody tych faktéw zostaly umieszczone w rozprawie, poniewaz
antorka nie znalazta zadnej publikacji zawierajace] dowody tych faktow.

Wopodrozdziale 12,1 awtorka wspomina réwniez o swoim artykule [9], gdzie
przedstawita wogélnienia pewnveh faktow dotyezacych przeliczalnych przestrzeni
metrveznyeh na przyvpadek nieosrodkowy.

W rozdziale 2 autorka przypomina pojecia teorii kategorii, ktére wykorzystuje
w dalsze] czedci rozprawy. Na stronie 21 w tabelce z kategoriami powinno by¢,
76 dla kategorii P obiektami sa elementy zbioru P. Na stronie 23¢ powinno by¢
obickt stabo poczatkowy™ zamiast .obiekt stabo koncowy”. Na stronach 2515,
25, 1 innveh antorka pisze o kategorii stozkéw” . Pojecie stozka zostalo wezesnie]
wprowadzone, wiec mozna przyjac, ze to beda obiekty kategorii stozkow, ale nigdzie
nie jest napisane czym sa strzalki i operacje w tej kategorii.

W rozdziale 3 autorka analizuje dowéd twierdzenia Knastera-Reichbacha, mo- |
wiacego. ze przestrzen Cantora jest, w pewnym sensie, silnie jednorodna. Przy-
pomnijmy, ze przestrzen topologiczna jest jednorodna, gdy dla dowolnych dwdch
punktow tej przestrzeni istnieje homeomorfizm przeksztatcajacy jeden z tych punk-
(v nndnei WO 1953 rokn Knaster i Reichbach udowodnili w pracy [4], ze kazdy
homeomorfizin powmiedzy domknietymi i nigdziegestyini podzbiorami przestrzeni
Cantora mozna rozszerzve do homeomorfizinu calej przestrzeni Cantora.

W podrozdziale 3.1 autorka prezentuje konstrukeje zbioru Cantora jako granicy
odpowiednicgo ciggu odwrotnego. Nalezy zaznaczyé, ze konstrukcja taka nie jest
nowa - pojawia sie np. w ksiazce [12, strona 213, twierdzenie 29.15]. Wydaje sie,
7¢ celem autorki w tvin podrozdziale bylo przedstawienie tej konstrukeji wraz
7 wwvprklenion micjse. w ktoryeh mozna te konstrukeje wypowiedzie¢ uzywajac
poiec toorii kategorii (stozkow. diagramow. itp. ).

W podrozdziale 3.2 autorka prezentuje dowod twierdzenia Knastera-Reichbacha
wykorzystujac granice systeméw odwrotnych. Nalezatoby dopisac, ze dowod uzy-
wajacy granic odwrotnych pojawil si¢ wezesniej w pracy Salachny [11]. Zaktadam,
7e doktorantka nie znala tej pracy i dlatego prezentuje konstrukcje wraz z dowoda-
mi potrzebnych wlasnosci. Z drugiej strony, do pracy Salachny mozna dotrze¢ dosc
tatwo uzvwajac MathSciNetu (wystarczy przejrzeé prace, ktérych ,review” w Ma-
(hSceiNecie evtnjg artvkul Knastera-Reichbacha - link do tyeh prac jest w prawym
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gérnym rogu, gdy przegladamy ,review” pracy Knastera-Reibacha w MathSciNe-
cie).

Ostatnio Korch [5], odpowiadajgc na pytanie Kubisia, podal warunki wystar-
czajace na rozszerzanie homeomorfizmow z pewnych domknietych i nigdziegestych
podzbioréw uogélnionej przestrzeni Cantora 2" na caly przestizen dla pewnycl
liczb kardynalnych x > w.

W podrozdziale 3.3 autorka omawia pewne uogdlnienie twierdzenia Knastera-
Reichbach dotyczace rozszerzania homeomorfizméw a-tych pochodnych Cantora-
Bendixsona danych przestrzeni na cate przestrzenie. W tym przypadku zaktadamy.
ze wyjsciowe przestrzenie sg przeliczalnymi metrycznymi przestrzeniami zwartyii.
a o-te pochodne sg zbiorami nigdziegestymi. Przynajmniej dowdd takiego twier-
dzenia jest przedstawiony na stronach 40 1 41 - niestety autorka nie napisata tredei
tego twierdzenia, a jedynie napisata, ze jest to inny dowdd twierdzenia z pracy
Knastera-Reichbacha, ktorego tre$¢ podata na stronie 37. Niestety w zalozeniach
podanego na stronie 37 twierdzenia autorka pomineta (wpisujac ., ... 7) pewne
zaltozenia, ktorych spelnienie w wersji twierdzenia dowodzonego przez autorke nie
jest w zaden sposéb skomentowane. W dowodzie powyzszego twierdzenia autorka
wykorzystuje twierdzenie Mazurkiewicza-Sierpiniskiego [10] (méwiace, ze przeli-
czalne zwarte przestrzenie metryczne sa homeomorficzne z przeliczalnvmi liczbami
porzadkowymi wyznaczonymi przez range Cantora-Bendixsona danej przestrzeni).

W przypadku uogélnienia twierdzenia Knastera-Reichbacha i twierdzenia Ma-
zurkiewicza-Sierpinskiego autorka przedstawia inne dowody tych znanyceh twier-
dzen. W mojej opinii nowe dowody znanych twierdzen stanowia orvginalne roz-
wigzanie problemu naukowego, jednakze, o ile w przypadku nowego twierdzenia
wystarczy dowod, to w przypadku innego dowodu znanego twierdzenia przydata-
by sie doktadna analiza na czym polega réznica miedzy tymi dowodaii.

W rozdziale 4 autorka przedstawita wyniki dotyczgce zbiorow podsuiin szeregow
liczbowych bezwzglednie zbieznych (zwanych ,Cantorvalami™) oraz wyniki do-
tyczace zbioréw mozliwych odlegtosci miedzy elementami przestrzeni metrycznej
(zwane ,centers of distances”). Wyniki z tego rozdzialu pochodza z artykutu 2],
gdzie autorzy podaja twierdzenia taczace oba pojecia. Niestety w rozprawie zabra-
klo jakiejkolwiek uwagi mowigcej dlaczego wyniki dotyczace centers of distances”
znajduja sie w rozdziale o ,,Cantorvalach”.

Tematyka zwigzana ze zbiorami podsuim szeregow jest caly czas obecna w pre-
cach innych matematykéw (np. pewne wyniki otrzymali matematyey todzev: Bar
toszewicz, Filipczak i Glab). To pokazuje, ze zagadnienia badane przez doktorantke
wpisuja sie w tematyke rozwazang przez innych matematykéow.

W podrozdziale 4.1 autorka opisuje podsumy szeregow bezwzglednie zhicznych.
Przypomnijmy, ze Guthrie i Nymann udowodnili w artykule (3], ze zbidr mozliwych
podsum szeregu liczbowego bezwzglednie zbiezinego moze mie¢ jedng 2 3 postaci:
jest suma skonczonej rodziny przedziatéw domknietych lub jest zbiorem zwartvim
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catkowicie niespdinvin 1 doskonatvm lub jest zwartym zbiorem regularnie domknie-
v takin, ze konce sktadowyceh nietrywialnych sa punktami skupienia sktadowych
trvwialnvel Zbiory trzecie) postact nazywane sa Cantorvalami symetrycznymi.
O ile Cantorval symetrvezny. ktory jest zbiorem podsum szeregu bezwzglednie
/bicznego Jest zbioren symetryeznym, to dowolny Cantorval symetryczny nie mu-
st byd syietryezny. Powstaje pytanie dlaczego zbiory, ktore nie sg symetryczne
nazywac symetrycznymi. Nie jest to oczywiscie pytanie do doktorantki, tylko do
Niteckiego. ktory w artykule [6] wprowadzil taks nazwe.

Powvzszy opis mozliwych zbiorow podsum szeregdéw bezwzglednie zbieznych jest
pelnym opisem topologicznym. Rzeczywiscie, dobrze wiadomo, ze dowolne dwa
zbiory zwarte. catkowicie niespdjne i doskonale sg homeomorficzne (ze zbiorem
trojkowvm Cantora). a Guthrie. Nymann 1 Sdenz udowodnili w artykutach [3]
U7 ze kazde dwa Cantorvale sg homeomorficzue.

Ciekawyvm przyktadem Cantorvala jest zbior otrzvimany w sposéb podobny do
zbioru trojkowego Cantora. Mianowicie, konstruujac zbior trojkowy Cantora ,wy-
rzucamy’ won-tym kroku sume odpowiednich 2" odcinkéw otwartych. Jezeli w tej
konstrukeji bedziemy _wyvrzucaé¢” tylko odcinki w krokach parzystych, to otrzy-
mamy Cantorval symetrvezny. Otrzymany zbiér jest topologicznie tym samym,
co kazdy innv Cantorval. ale geometryezne wlasnosci roznych Cantorvaléw moga
bhed inne. Wopodrozdziale 1.1 autorka opisuje pewne geometryczne wlasnosci Can-
torvala X rozwazanego przez Guthrie 1 Nvmann w artykule [3]. W szezeg6lnosai,
doktorantka dowodzi, ze X zawiera przedziat [2/3; 1] co jest wzmocnieniem wyniku
uzyskanego przez Guthrie i Nymann (oni pokazali, ze X zawiera przedzial [3/4;1]).
Dowdd tego zawierania jest wieloetapowy, technicznie skomplikowany i wymagat
duzej bieglosci w konstruowaniu odpowiednich podszeregow.

W tyvm podrozdziale autorka podaje réwniez bardzo ciekaws charakteryzacje
Cantorvalow. Mianowicie zbior jest Cantorvalem symetrycznym wtedy i tylko wte-
dvoody qest zhiorem reanlarmie domknietvin. ktorego brzeg jest homeomorficzny ze
zbiorem Cantora. Uzywajac te] charakteryzacji doktorantka podaje ,kategoryjny”
dowod twierdzenia Guthrie. Nyvimann i Sdenz mowiacego. ze kazde dwa Cantorva-
le sq homeomorficzne (przy czym istnieje homeomorfizm zachowujacy naturalny
porzadek na prostej). Dowdd przedstawiony przez doktorantke jest bardzo tadny.
Wspommniana powyzej charakteryzacja Cantorvaléw pozwala doktorantce wyka-
zad. ze rodziny sktadowych wnetrza Cantorvala i wnetrza dopelnienia Cantorvala
sq porzadkowo izomorficzne ze zbiorem liczb wymiernych. A to z kolei pozwala jej
wykorzvstad metode back-and-forth do konstrukeji szukanego homeomorfizmu.

W podrozdziale 4.2 autorka dowodzi pewne uogolnienie twierdzenia von Neu-
manna. Mianowicie pokazuje ona, ze jezeli mamy dwa ciagi (x,,) 1 (y,) W przestrzeni
metryeznej zwartej i ciagi te maja ten sam zbidér punktoéw skupienia, to dla kazdej
liczby o bedacej odlegtoscia jakichkolwiek dwoch punktéw skupienia tych ciagow
istnieje permutacja 7 taka, ze odlegtosci d(x,, yr(n)) daza do a. Sam dowdd jest
dos¢ prosty i wykorzystuje metode back-and-forth.

~ 0
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W rozdziale 5 autorka przypomina kolejne pojecia z teorii kategorii, ktére wy-
korzystuje w dalszej czesci rozprawy.

Na poczatku rozdziatu 6 i w podrozdziale 6.1 autorka przypomiina pojecic ciggomn
Fraisségo i jego granic. Podaje tam znane twierdzenia np. o jednoznacznosci granic
Fraisségo oraz o istnieniu ciggéw Fraisségo. Nie wiem dlaczego autorka wnieszeza
tam réwniez dowody tych znanych twierdzen. Moim zdaniem. nie powinna ich
umieszczaé¢ w rozprawie doktorskiej (wystarczyto zacytowad odpowiednie Zrédio).

W podrozdziale 6.2 autorka charakteryzuje pewne zanurzenia domknietych i nig-
dziegestych podzbioréow zbioru Cantora w zbior Cantora. Charaktervzacje te sa
wypowiedziane w jezyku ciagéw Fraisségo oraz w jezvku przedtuzania obiektow
odpowiedniej kategorii. Dowdd tych charakteryzacji wymaga bardzo dobrej ziajo-
mosci technik dowodowych zwigzanych z teorig kategorii. Nastepnie doktorantka
wykorzystuje te charakteryzacje do podania kolejnych  kategoryjnych” dowodow
twierdzenia Knastera-Reichbacha.

W rozdziale 7 autorka przypomina m.in. pojecia kategorii Fraisségo oraz ohiek-
tow generycznych w takich kategoriach. Nastepnie podaje warunki wystarczajace
na istnienie i jedynos¢ obiektéw generycznych oraz podaje wtasnosci takich obiek-
téw (uniwersalno$é i jednorodnosé).

Teoria kategorii Fraisségo jest obecnie wykorzystywana przez roznych matema-
tykéw w celu znajdowania jednorodnych struktur uniwersalnych w danej kategorii.
Ze znanych matematykéw wykorzystujacych te teorie w swoich badaniach mozna
wymieni¢ m.in. Kechrisa, Kubisia, Soleckiego 1 Todorcevica.

W rozdziale 8 autorka umiescita pewne wtasnosci kategorii ZP-par zwigzanvch
z kategorig zbioréw skonczonych i kategorig skoriczonych porzadkéw liniowych.
W szczegdlnosci pokazuje, wykorzystujac twierdzenia z poprzednich rozdziatow.
kiedy kategorie takie spetniajg aksjomaty kategorii Fraisségo (tzn. pokazuje istotng
przeliczalnos¢, skierowanie oraz wlasnos¢ amalgamacji), co pociaga istnienie cig-
gow Fraisségo i obiektéw uniwersalnych. Dowody tych wtasnosci $wiadcza o bardzo
dobrej znajomosci technik dowodowych zwigzanych z granicami Fraisségo.

Na stronie 78 autorka pisze, ze wyniki z tego rozdziatu moga by¢ wykorzystane
w dalszych badaniach naukowych. To czy tak bedzie okaze w przysztosci. ale do-
strzezenie analogii miedzy dowodami réznych twierdzen i proba opisania tego proy
uzyciu granic Fraisségo pokazuje juz teraz, ze doktorantka wvkazuje nmiejetnosce
samodzielnego prowadzenia pracy naukowej.

W podrozdziale 8.6 autorka podaje pewne twierdzenia dotyczace miar bore-
lowskich na zbiorze Canotra. Miedzy innymi jest tam twierdzenie o istnieniu do-
ktadnie jednej (z doktadnosci do homeomorfizmu zachowujacego miare) Scisle do-
datniej 1 wymiernej miary borelowskiej na zbiorze Cantora. ktora spetnia pewien
warunek ,wymiernego dzielenia”. Inne twierdzenie jest miarowa wersje twierdzenia
Knastera-Reichbacha. Mianowicie doktorantka twicrdzi, ze kazdy homcomorfizin
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pomicdzy zbiorami domknietyini i miary zero (tutaj chodzi o miare z poprzed-
niego twierdzenia) mozna rozszerzy¢ do homeomorfizmu catego zbioru Cantora
zachowujgcego miare. Doktorantka nie zamiescita dowodéw tych twierdzen, wiec
mozemy sie tylko domysla¢, ze w dowodach wykorzystuje twierdzenia (udowod-
nione we wezedniejszych rozdziatach) mowigce o istnieniu obiektéw uniwersalnych
i obicktach majgeyeh wiasnosé przedtuzania. W tym podrozdziale brakuje, moim
zdanienr. komentarza dotvezacego zwigzku miar produktowych na przestrzeni Can-
tora (tzn. miar postaci ;1 = Q%% i, gdzie p,, sa miarami probabilistycznymi na
zbiorze {0.1} dla kazdego n) z omawianymi zagadnieniami (w szczegélnosci czy
miary te speiniajg warunek ,wymiernego dzielenia” oraz czy spelniajg miarowg
wersje twierdzenia Knastera-Reichbacha).
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