Recenzja
pracy doktorskiej magistra Dawida Kotrysa
na temat: Silnie wypukle procesy stochastyczne

Niech (Q,.A,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, a I C R przedzia-
tem. Funkeje X : I x Q@ — R nazywamy procesem stochastycznym, jesli
funkcje X (¢, -) sa A-mierzalne dla t € I. Proces stochastyczny X : I xQ — R
nazywamy wypukfym, jesli dla wszystkich u,v € I oraz X € [0,1] zachodzi
nieréwnosé

XM+ (1= XNv,:) < AX(u,))+ (1= NX(v,:) (pw.).

Kazda A-mierzalna funkcje C : 2 — R nazywamy zmienng losowg. Niech C :
) — R bedzie dodatnig zmienng losows, proces stochastyczny X : I xQ2 — R
nazywamy silnie wypuktym z modulem C(-), jesli dla dowolnych u,v € I i
dla kazdego A € [0, 1] zachodzi nier6wnosé

X(Au+(1-Nv,") < AX(u, )+ (1 =-X)X(v,-) = C()I1 = N(u—v)* (pw.).

Rozdziat | zawicra definicje: P-ograniczonosei, cigglosei i rézniczkowalnosci
wedlug prawdopodobienstwa procesow stochastycznych. Dla procesow rzedu
drugiego (inaczej proceséw Hilberta) t.j. proceséw stochastycznych spelnia-
jacych warunek E[X (t,-)]?> < cc dla wszystkich t € I antor defininje ciagtosé,
rozniczkowalnosé, dwukrotna rézniczkowalnosé sredniokwadratowa na prze-
dziale i catkowalnosé sredniokwadratowa na przedziale zwartym, oraz dowodzi
kilku wlasnosci catek sredniokwadratowych.

W Rozdziale 2 zostaly przedstawione stochastyczne odpowiedniki klasycz-
nych twierdzen dotyczacych funkeji wypuklych i silmie wypuklych. Autor naj-
pierw dowodzi, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby proces
stochastyczny byt silnie wypukly z modutem C(-) jest by byl suma procesu
wypuklego i procesu (t,w) — C(w)t*. Dalej wystepuja dowody twierdzen:
o charakteryzacji silnej wypuklodci z modutem C(-) proceséw stochasty-
cznych przez istnienie podparé¢ specjalnej postaci, o charakteryzacji silnej
wypuktosci rézniczkowalnych $redniokwadratowo procesow stochastycznych
za pomocg | pochodnej sredniokwadratowej i o charakteryzacji dwukrotnie
rozniczkowalnych sredniokwadratowo proceséw stochastycznych za pomoca
IT pochodnej sredniokwadratowej. Kazde z tych twiedzen poprzedzone jest
odpowiednim lematem dotyczacym wypuklosci proceséw stochastycznych.
Dalsza cze$¢ rozdzialu zawiera dowody twierdzen o nieréwnosciach spel-
nianych przez silnie wypuklte procesy stochastyczne takich jak: dyskretna
nieréwnos$¢ typu Jensena, catkowa nieréwnosé typu Jensena, nierownosé typu
Hermite’a-Hadamarda oraz nieréwnosé typu Fejéra.



W Rozdziale 3 udowodniono, ze jesli dla ustalonego A\ € (0,1) proces
stochastyczny X : I x @ — R jest silnie A-wypukly z modutem C(-) t.zn.
spelnia nier6wnosé

XAt (1=, ) < AX(u, )+ (1= N X(v,-) = CO)AL =N (u—0)? (paw.).

dla u,v € I, to jest on silnie J-wypukly (t.zn. jest %M'ypukl}-') Z tym samym
modulem.

Dla proceséw silnie J-wypuklych z modutem C(-) pokazano:
- dwa twierdzenia o nieréwnosciach typu Jensena,
- 7e, z P-ograniczonosci z géry na przedziale (a,b) C I wynika P-ciaglosé i
silna wypuktosé z tym samym modulem,
- ze, P-ciaglosé jest réwnowazna silnej wypuklosei z modutem C(-),
- e, z mierzalnosci procesu X : I x O — R wynika P-ciaglos¢ i silna wy-
puklosé z tym samym modulem.

Ostatni, Rozdzial 4 poswiecony jest procesom stochastycznym silnie wy-
puklym w sensie Wrighta z modutem C(-) t.j. procesom stochastycznym
X : I x Q — R spelniajacym prawie wszedzie nieréwnosé

X Aut+(1-XN)v, )+ X ((1=-Nu+Av, ) € X(u,)+X(v,-)=2C()A1=X)(u—v)?

dla kazdego X € [0,1] oraz dla dowolnych u,v € I. Zostalo tu pokazane, ze
proces jest silnie wypukly w sensie Wrighta z modulem C(-) wtedy i tylko
wtedy, gdy jest on sumg procesu silnie wypuktego z modutem C(-) i procesu
addytywnego. Pokazano tez, ze jesli X : I x {} — R jest procesem silnie J-
wypuklym z modutem C(-), a Y : I x ) — R jest procesem silnie J-wklestym
(t.zn. =Y jest J-wypukly) z tym samym modulem oraz X (u,-) < Y (u,-)
(p.w.) dla wszystkich u € I, to istnieje addytywny proces stochastyczny
A:RxQ — R taki, z2e X — A 1Y — A sa ciaglymi procesami stochastycznymi
odpowiednio silnie wypuklym i silnie wklestym z modutem C(-).

Rozprawa jest naturalna kontynuacja pracy [20] prof. Kazimierza Nikode-
ma z roku 1980 o wypuklych procesach stochastycznych oraz prac [26] i [27]
Arkadiusza Skowronskiego z lat 1992 i 1995 o J-wypuklych i o wypuklych
w sensie Wrighta procesach stochastycznych. Jest ona obszernym studium
wlasnosci proceséw stochastycznych silnie wypuktych z modutem C(-), silnie
J-wypuktych z modutem C(-) i silnie wypuklych w sensie Wrighta z mo-
dutem C(-). W pracy zamieszczono tez nowe, potrzebne autorowi, rezultaty
dotyczace procesow wypuklych. Uwazam, ze wszystkie twierdzenia udowod-
nione w pracy sa poprawne i nowe, a dowody zwiezte. Praca jest interesujgca.
Niestety nie jest starannie zredagowana.



Oto wykaz uwag:

Katowice, 16 lipca 2015

(4¢) Zdanie " Nier6wnos¢ ta wynika natychmiast z definicji catki srednio-
kwadratowej.” wymaga wyjasnienia.

(53-1) Brak zalozen o m i n w Lemacie 4.

(6°) Nie jest prawda, ze wlasnosci (i)-(iii) sa uzasadnione w [28], przy-
najmniej w thamaczeniu polskim tej ksigzki. Wtasnosci (i) oraz (ii) sa,
jedynie zacytowane jako wzory (2.29) i (2.30) na str. 107. Definicja
calki sredniokwadratowej ze str. 4 nie daje sie zastosowac¢ do catki
Jy X(t,-)dt, gdy a < b. W analizie matematycznej nie dowodzi sie
wlasnosci (#22) (zob. S. Banach, Rachunek rézniczkowy i catkowy T.2
albo W. Leksinski, I. Nabialek, W. Zakowski, Matemalyka. Definicje,
twierdzenia, przykiady. Zadania. Wydawnictwa Naukowo-Techniczne.
Warszawa 1992, s.211). Wzdr (i47) jest tam definicja.

(6 %) Dowdd tezy (iv) Lematu 4 jest nie do przyjecia. Przeprowa-
dzony rachunek w dowodzie (iv) sugeruje, ze m jest liczbg dodatnig.
Jednak w zastosowaniu (iv) do dowodu Lematu 5 jest m = —1. To
trzeba wyjasnic.

(11g_7) Brakuje sprecyzowania ktére wlasnosci calki sredniokwadra-
towej autor ma na mysli.

(123 Powinno byé ”... jest silnie rosnaca z modulem C(-).”
(123 ¢) Zdanie " Polézmy..” nalezaloby pominaé.

(19%) Czy zalozenia twierdzenia Fubiniego (np. nieujemno$¢ i mierzal-
noé¢ produktowa albo produktowa catkowalnosé) sg spelnione? Dlaczego?
Czy koniecznie trzeba korzystaé¢ z twierdzenia Fubiniego?

(20%) Warunek (22) nie zagadza sie z ani z (20) ani z (21).

(30%) Zamiast "trzykrotnie” powinno byé¢ "dwukrotnie”.

Rozprawa zawiera oryginalne rozwiazania wielu probleméw naukowych na
pograniczu teorii procesow stochastycznych i analizy wypukiej. Wnosze o
dopuszczenie jej autora mgra Dawida Kotrysa do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.
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